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Exercice 1. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel sur un corps K et P un polynéme annulateur
de u.

1. Montrer que F = KerP(u).

2. Si A une valeur propre de u, montrer que A est une racine de P.

Exercice 2. Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel sur un corps K et P,Q1, Q2 dans K[X]
tels que P = Q1 X Q2. Montrer que

1. P(u) = Q1(u)oQa(u) = Q2(u)oQ1(u)

2. si Q1 et (Y2 sont premiers entre eux, alors
KerP(u) = KerQ1(u) ® KerQa(u).
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Exercice 3. Soit A = < 0 0

>. Trouver les matrices M € Ms(R) telles que M? = A.

Exercice 4. Soit K un corps, n € N*, une matrice appartenant & M, (K) nilpotente non nulle est-elle
diagonalisable ? Est-elle trigonalisable ?

Exercice 5. CAPES 1989, geme épreuve I - B, matrices nilpotentes.

Exercice 6. Deug MIASS, juin 2004 :
Soit M € M, (R) qui vérifie M2 = M*. On note I,, la matrice unité de M, (R).

1. Calculer (I,, + M)(M? — M3). En déduire que si I,, + M est inversible alors M? = M3.

2. Trouver deux polynomes U et V tels que
A+ XU+ (X=X =1

3. Montrer que si M? = M3, alors I,, + M est inversible. Calculer dans ce cas l'inverse de I,, + M
comme polyndéme en M.

4. Donner un ensemble de trois valeurs contenant les valeurs propres de M.

5. Montrer que M est diagonalisable si et seulement si M = M3
Exercice 7. [Grifone] p.243 Soit K un corps et M € M, (K) tel que
P]\/[(X) = (_1)an + an_an_l + ...+ alX + agp.

1. Montrer que ag = det(M) et a,_1 = (=1)""Trace(M).

2. En déduire que si M € My(K), alors
Py (X) = X?—Trace(M)X + det(M).

Exercice 8. [Monier] Soient n € N*, A € M, (C) telle que A* = 7A3 — 1242,
Montrer que : Trace(A) € N et Trace(A) < 4n.
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Exercice 9. Soit M = 1 1 5 1 |- Montrer que M est diagonalisable et inversible. En
-1 -1 -1 5

déduire son polynéme minimal et en 'utilisant calculer M 1.

Exercice 10. [Monier| p. 67. Pour k € N, calculer A et B* ou

0 -8 6 2 01
A= -1 -8 7 B = 1 10
1 —-14 11 -1 1 3

Exercice 11. Si M € M,(R), Py (X) = det(M — X I,,) € R[X], montrer que le polynéme minimal de M
est le méme dans R[X] et dans C[X].

Exercice 12. [Hiriart-Urruty] p. 86. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n et soit f un endo-
morphisme de E tel que : f2 —5f + 6Idg = 0.

1. Montrer que f est diagonalisable et préciser ses valeurs propres possibles.

2. Montrer que, pour tout u réel, ’endomorphisme g = f — uldg est diagonalisable et préciser ses
valeurs propres. Dans quels cas ¢ est-il inversible ? Exprimer ¢g—! en fonction de f et Idg lorsque

w#2et u#3.

3. Déterminer tous les endomorphismes f de R? vérifiant la condition :
f2—5f+6Idg: = 0.

Exercice 13. [Hiriart-Urruty] p. 99. Soit G un groupe multiplicatif fini de matrices de M,,(C). Montrer
que toute matrice de G est diagonalisable.

Exercice 14. Soit un endomorphisme f de E, espace vectoriel de dimension n. Montrer que si 59 = 0
alors f = 0.

Exercice 15. Soit £ = R, [X] et f lapplication de E dans E qui & tout polynoéme P associe le reste de
la division euclidienne de P par Q = X2 — 32X + 7.

1. Montrer que f est un endomorphisme.

2. A laide des polynémes annulateurs, montrer que f est diagonalisable.

Exercice 16. On donne trois nombres complexes a, b, c et les deux matrices suivantes :

01 0 0 O a b ¢ b c
0O 01 0 O c a b ¢ b
J=10 0 0 1 0 |, M= b ¢c a b ¢
0O 00 0 1 c b ¢ a b
1 0 0 0 O b ¢ b ¢ a

1. Calculer J2, J3, J4, J5; puis trouver un polynéme P de degré inférieur ou égal & 4 tel que M = P(J).

2. Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de J
(Résoudre JX = AX ). J est-elle diagonalisable ?

3. Déduire des questions 1. et 2. que M est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres et ses vecteurs
propres.

4. On suppose dans cette question que b = ¢. Déduire de 3. le polynéme minimale et le polynéme
caractéristique de M.

5. On suppose toujours b = ¢, non nuls cette fois. Déterminer deux suites () et (8,) telles que
M™ = ap, M + B, 1s.

Exercice 17. Montrer que toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une matrice triangulaire
inférieure. (On explicitera la matrice de passage)
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Exercice 18. Soient n > 2 et M = (m;j)i=1,...n.j=1,....n, la matrice carrée définie par m;; = (—1)"7,
Soit E le s.e.v. de M, (R) formé des expressions polynomiales & coefficients réels de M :

E={aolp, +a1M+...4+a;M?|a; €R,qg €N}

1. Calculer M* pour k > 2. En déduire que E est de dimension finie et en déterminer une base. En la
calculant dans cette base, montrer que e™ appartient & E.

2. Quel est le polynéome minimal de M ? En déduire les valeurs propres de M. Quel est le rang de M ?

3. Soient a et b réels et A = (a;;) la matrice définie par :

Qi = @ 1=1,...,n
ai; = (=1)"bsii#j j=1,....n
montrer que A € E. De la valeur calculée pour M2, déduire un polynéme @Q € R[X] de degré
inférieur ou égal a 2, annulateur de A.
4. Déterminer le polynéome minimal de A, quelles sont les valeurs propres de A ?

5. A est-elle diagonalisable 7 Donner les s.e.p. de A. En déduire le polynoéme caractéristique de A. Que
vaut det(A)?

Exercice 19. Matrices compagnons (voir Lionel Schwartz p. 209 pour complément)

0 0 an
Soient ag, ay, as des nombres réels et Az = 1 0 a
0 1 ag

1. Donner le polynéme caractéristique de Ags.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que As soit trigonalisable, soit diagonalisable

sur R.
3. Soit
0 0 0 ... ao
1 0 0 aiq
Apy1 = 0
0o ... 1 0 ap_1
o o0 ... 1 an

Calculer le polynéme caractéristique de A,,41.
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que A, 41 soit diagonalisable sur R.

9 1 A A A
Exercice 20. Soient A = ( 1 9 ) M= 0 A O
A A A

Déterminer les valeurs propres de M.
La matrice M est-elle diagonalisable? Si oui, donner la forme diagonale et la matrice de passage P.
Calculer det(P).

0, I,
A 0,
fonction de ceux de A. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est digonalisable et inversible.

Exercice 21. (Franchini) Soit A € M, (C) et B = , donner les éléments propres de B en

Exercice 22. Mettre les matrices suivantes, sous forme diagonale par blocs, les blocs étant des matrices
triangulaires,

3 -4 0 2 1 00 O
4 -5 -2 4 -1 4 1 -2
M= 0 O 3 =21 A= 2 1 2 -1
0 0 2 -1 1 2 1 0

Exercice 23. Soit K un corps commutatif et n = dy + da. On donne deux matrices A; € My, (K), As €
Mgy, (K) et on consideére la matrice diagonale par blocs

A:(/(l)l ;1)2 ) € M, (K)
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1. On note Q1,Q2,Q € KIT] les polyndmes caractéristiques respectifs de A, Ay, A. Calculer @ en
fonction de Q1 et Q.

2. Montrer que A est trigonalisable sur K si et seulement si A; et As le sont.

3. On note Py, P2, P € K|[T] les polynémes minimaux respectifs de A1, A3, A. Montrer que P est un
PPCM de P; et Ps.

4. Montrer que A est diagonalisable sur K si et seulement si A; et As le sont.
Exercice 24. Montrer que si u; et us sont diagonalisables et commuttent, alors ils admettent une méme

base de vecteurs propres.
En déduire que u; — ug est diagonalisable.

1 12 1 4 0 8
Contre-exemple : u; = 0 2 et ug = 0 2 ) onau; —uUs = 0 0

Exercice 25. Soient

1 2 1
M:(é?),A:(é?)etB— 0 1 1
0 2
Donner une décomposition de Dunford de M, de A et de B.

Exercice 26. [Monier] Soit A = D + N la décomposition de Dunford de A € M,,(C).
1. Quelle est celle de A%,k € N*?

2. Quelle est celle de A™1, en supposant A inversible ?

Exercice 27. Mettre sous forme de Jordan la matrice :

2 0 0 0 0
1 2 0 0 0
M=| -1 O 2 00
-1 -1 -1 1 0
1 1 1 1 1

On précisera la base dans laquelle la matrice est sous cette forme.

Exercice 28. [Franchini] p. 116 Montrer que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel de dimension
finie n > 1 laisse stable une droite vectorielle ou un plan vectoriel.

27
Exercice 29. On note j le nombre complexe de module 1 et d’argument ?; on rappelle que j et 52

sont les racines de I’équation : 22 +z + 1 = 0.
Le but du probléme est de déterminer, pour K = R ou K = C, les matrices carrées X € M, (K) vérifiant
la relation :
() X?+X+1=0

ou I € M,(K) est la matrice unité.

1. Vérifier que si X € M, (K) vérifie (E), toute matrice semblable & X vérifie (E).

2. Si X € M, (K) vérifie (E), quels sont les nombres complexes qui peuvent étre valeur propre de X.

3. Montrer qu'une matrice X € M, (C) vérifiant (F) est diagonalisable.

4. Soit X € M, (R) vérifiant (E).

— Que peut-on dire de la multiplicité de j et j2 comme valeurs propres de X ? Quel est le déterminant

de X7
— En déduire que , si n est impair, il n’existe pas de matrice X € M, (R) vérifiant (E).
5. Soient F un espace vectoriel sur R, v : F — F un endomorphisme tel que u? + v+ Id =0, = un
vecteur non nul de F'.

montrer que le sous-espace vectoriel F, engendré par x et u(x) est de dimension 2, et stable par u.
Soit y un vecteur de F' tel que y € F}, ; que peut-on dire des sous-espaces Fj, et F, 7



1 -1
En utilisant la question précédente, montrer que toute matrice X € Moy,(R) vérifiant (E) est
J ... 0

6. Soit J € M2(R) la matrice J = ( 0 -1 )

semblable dans My (R) & la matrice diagonale par blocs Y = )
0o ... J

7. Existe-t-il des matrices orthogonales (une matrice est orthogonale si *X. X = I de My (R) vérifiant
(E) ? Déterminer ces matrices si k = 1.

Exercice 30. [Hiriart-Urruty] Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et u un élément fixé de L(F).
On désigne par uy et uq les applications de £(E) dans £(FE) définies par :

Vv € L(E), ug(v) = uowv (composition & gauche avec u)

Vv € L(E), ug(v) =vowu (composition & droite avec u)
1. Vérifier que u, et ug sont des endomorphismes de L£(E).
Préciser quelle est la dimension de £(F) et donner une base de L(FE).

2. — Exprimer Ker ugy ( resp. Ker ug a 'aide de Ker u (resp. Im u).
— Montrer :
A € C est valeur propre de ug, si et seulement si il existe v € L(E) — {0} tel que

Im v C Ker(u— Aldg)
A € C est valeur propre de ug si et seulement si il existe v € L(E) — {0} tel que
Im (u— Aldg) C Ker v

— Déduire de ce qui précede que uy et ug ont mémes valeurs propres que u.

3. Soit A une valeur propre de u. Expliciter le sous-espace propre de ug, (resp. de ug) associé a A,
en fonction du sous-espace propre de u associé a A et comparer dim Ker(ug — AMdggy) (resp.
dim Ker(uqg — Mdggy) ) et dim Ker(u — ANdg).

4. Montrer :
(u diagonalisable ) = (u, et uq sont diagonalisables ).
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