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Corrigé rapide du Problème n◦ 1

Partie 1 : Préambule

1) Notons Sn la somme partielle d’ordre n de la série de terme général un − un−1.

Pour n ≥ 1 on a Sn =
n∑

k=1

(uk − uk−1) = un − u0 donc il est clair que la convergence de la suite (un) est

équivalente à la convergence de la suite (Sn).

2) Soit n ∈ N∗. un+1 − un =
1

n + 1
− `n (n + 1) + `n n =

1
n + 1

+ `n

(
1− 1

n + 1

)
.

On a donc un+1 − un =
1

n + 1
− 1

n + 1
− 1

2(n + 1)2
+

1
(n + 1)2

ε(n) ∼
n→∞

−1
2n2

.

Par suite, la série
∑

(un+1 − un) converge et donc la suite (un) converge.

Partie 2 : Théorème de sommation des équivalents

1) On a an = bn(1 + ε(n)) avec ε(n) tendant vers 0 quand n tend vers +∞, c’est à dire an − bn = bnε(n).

Soit alors ε > 0. ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, |ε(n)| ≤ ε. Pour n ≥ N on a donc |an − bn| ≤ εbn.

Soient M > n ≥ N .

∣∣∣∣∣∣
M∑

k=n+1

ak −
M∑

k=n+1

bk

∣∣∣∣∣∣ ≤
M∑

k=n+1

|ak − bk| ≤ ε
M∑

k=n+1

bk et donc, en passant à la limite

quand M tend vers +∞,
∣∣∣Ra

n −Rb
n

∣∣∣ ≤ εRb
n.

2) Avec les mêmes notations,
∣∣∣Sa

n − Sb
n

∣∣∣ ≤ N∑
k=1

|ak − bk|+
n∑

k=N+1

|ak − bk| ≤
N∑

k=1

|ak − bk|+ ε
n∑

k=N+1

bk.

La série positive (bn) étant divergente, lim
n→∞

Sb
n = +∞ et cette somme est en particulier non nulle apcr.

On a donc
∣∣∣∣Sa

n

Sb
n

− 1
∣∣∣∣ ≤

N∑
k=1

|ak − bk|

Sb
n

+ ε

n∑
k=N+1

bk

Sb
n

≤

N∑
k=1

|ak − bk|

Sb
n

+ ε -
n→+∞ ε.

Partie 3 : Application

1) Soit n ∈ N∗. un+1 − un =
(n + 1)a

a
− na

a
=

na

a

(
−1 + (1 +

1
n

)a
)

. Comme (1 +
1
n

)a = 1 +
a

n
+

1
n

ε(n), on a

un+1 − un = na−1 +
na−1

a
ε(n) ∼

n→∞ na−1 =
1

n1−a
.

Comme 1 − a < 1, la série positive
∑

na−1 diverge et donc (théorème de sommation des équivalents)
n∑

k=1

ka−1 ∼
n→∞

n∑
k=1

(uk+1 − uk) c’est à dire Tn ∼
n→∞ un+1 − u1 soit finalement Tn ∼

n→∞
na

a
.

2) Soit k ∈ N∗. (2k)a − (2k − 1)a = (2k)a

{
1− (1− 1

2k
)a

}
donc (2k)a − (2k − 1)a ∼

n→∞ (2k)a a

2k
= a(2k)a−1.

Soit d’autre part n ∈ N∗. S2n =
2n∑

k=1

(−1)kka = −1a + 2a − 3a + · · · − (2n− 1)a + (2n)a donc :

S2n =
n∑

k=1

((2k)a − (2k − 1)a). Comme a− 1 > −1, la série
∑

(2k)a−1 diverge et donc, d’après le théorème

de sommation des équivalents des séries positives, S2n ∼
n→∞ a

n∑
k=1

(2k)a−1 = a2a−1Tn.

Finalement, S2n ∼
n→∞

1
2
(2n)a.



3) On écrit S2n+1 = S2n − (2n + 1)a = 2a−1na + naε(n)− (2n + 1)a soit :

S2n+1 = 2a−1na + naε(n)− 2ana(1 +
1
2n

)a = 2a−1na + naε(n)− 2ana(1 + ε(n))

et donc S2n+1 = 2a−1na − 2ana + naε(n) = −2a−1na + naε(n) d’où finalement :

S2n+1 ∼
n→∞ − (2n)a

2
∼

n→∞ − (2n + 1)a

2
.

Les résultats précédents permettent alors de conclure que Sn ∼
n→∞ (−1)n na

2
.


