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Corrigé rapide du Probleme n° 1

’Partie 1: Préambule‘

1) Notons S, la somme partielle d’ordre n de la série de terme général u,, — t,—1.
n

Pour n > 1onas, = Z(uk — Ug—1) = uy — ug donc il est clair que la convergence de la suite (u,) est
k=1
équivalente a la convergence de la suite (.Sy,).
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2) Soit n € N*. —Upy = —— =/ )+bnn=——+/¢ (1—).
) Soit n Un1 = Un = n(n+1)+4Inn n+1—|—n T
1 1 1 n 1 (n) —1

= - — e(n) ,~. —5-

n+l n+1 2n+1)2 (n+1)2 " 2n2
Par suite, la série Z(Unﬂ — uy) converge et donc la suite (u,) converge.

On a donc upy1 — Uy

’Partie 2 : Théoreme de sommation des équivalents‘

1) On a a, = b,(1 +(n)) avec e(n) tendant vers 0 quand n tend vers +oo, c’est & dire a,, — b, = bpe(n).

Soit alors e > 0. 3N € N, Vn > N, |e(n)| <e. Pour n > N on a donc |a,, — b,| < &by,
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Soient M > n > N. Z ag — Z by < Z la, — bi| < € Z br et donc, en passant a la limite
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

quand M tend vers +o0, |R} — RI,’L’ <eRb.
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La série positive (b,) étant divergente, lim SZ = +00 et cette somme est en particulier non nulle apcr.
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> lar — byl Dbk Y Jak — by

k=N+1 < k=1

2) Avec les mémes notations,

a
On a donc |22 — 1| < A=L € E—m=T=" €.
o done [ 1] < B g < By e
’Partie 3: Application‘
. 1)@ a a 1 1
1) Soit n € N™. un+1—un:m—n— = (—1+(1+)“>. Comme (14 —=)*=14+—+4 —&(n), on a
a a a n n
a—1 1 1
Un+1 — Un = n 4 e(n) ,~, n" = nl-a’

Comme 1 —a < 1, la série positive Zn‘“l diverge et donc (théoreme de sommation des équivalents)
n

n
Z kot o~ Z(uk—H —uy) c'est a dire T), ,~__ Up41 — up soit finalement T,  ~

— 00 n—oo

k=1 k=1

n

2) Soit k € N*. (2k)o — (2k — 1)% = (2k)® {1 —(1- 211{;)} done (2k)® — (2k — 1) ~_ (2k)“% = a(2k).

2n

Soit d’autre part n € N*. Sy, = Y " (=1)Fk* = -1+ 2% — 3%+ ... — (2n — 1)” + (2n)" donc :
k=1
n
Son = Z ((2k)* — (2k — 1)*). Comme a — 1 > —1, la série Z(2k)“_1 diverge et donc, d’apres le théoréme

k=1
n

de sommation des équivalents des séries positives, So, ,~ @ Z(Qk:)a*l = a2°7'T,.
k=1

1
Finalement, Sa, ,~. 5(271)“.



3) On écrit Sony1 = Sop — (2n + 1)% = 2970 4 n%(n) — (2n + 1)° soit :
1
Soni1 = 2°"1n® + n%(n) — 2°n%(1 + —)* = 2970 4+ n%(n) — 2°n%(1 + £(n))

2n
et donc So,11 = 297 In® — 290 + n%(n) = —2%"n% 4+ n%(n) d’olt finalement :
(2n)* (2n+1)¢

S2%m41 oo Ty nSe T 5

Les résultats précédents permettent alors de conclure que S, ,~_ (—1)
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