Chapitre 2

Probabilités sur un univers fini

2.1 Probabilité

2.1.1 Vocabulaire probabiliste

On appelle expérience aléatoire une expérience renouvelable dont les résultats possibles
sont connus sans que 1’on puisse prévoir lequel sera obtenu.

On appelle univers (ou encore ensemble fondamental) d'une expérience aléatoire I’en-
semble de tous les résultats possibles de cette expérience. Il est souvent noté 2. Cet ensemble
peut étre fini, infini dénombrable, ou infini non dénombrable mais on ne s’intéressera ici qu’au
cas ou il est fini.

Un élément w € € est appelé éventualité ou issue. C’est donc un résultat possible de I'expé-
rience aléatoire.

Exemple. Un lancer de dé (en observant le chiffre visible) est une expérience aléatoire d’univers
0 =1{1,2,3,4,5,6}.

Parfois, au lieu de s’intéresser a toute ’expérience, on ne s’intéresse qu’a certains résultats.
On appelle événement toute partie A € Z(Q) de l'univers. C’est donc une combinaison de
résultats possibles de 'expérience aléatoire.

Un évenement A est dit réalisé lorsque le résultat de I'expérience appartient a A.

Exemple. On lance deux dés distincts, I'un est rouge et 'autre est bleu et on observe les chiffres
obtenus. Un résultat de I'expérience peut étre vu comme un couple (i,j), avec i € {1,---,6}
et 7 € {1,---,6}, ou i représente la valeur du dé rouge et j représente la valeur du dé bleu.
L’univers est alors

Q= {(17 1)7 (17 2), (1,3),---, (27 1)7 (27 2),--+,(6,5), (676)} = {17 T ,6}2.

On peut considérer les évenements suivants :
- A : « la somme des points est égale a 6 » : A = {(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3)},
- B : « la somme des points est un multiple de 3 » :

B =1{(1,2),(2,1),(1,5),(5,1),(2,4), (4,2),(3,3),(3,6), (6,3), (4,5), (5,4), (6,6) }.
On appelle événement impossible 'ensemble vide (), et événement certain 1'univers ().

On appelle événement élémentaire un événement qui ne contient qu’un seul élément. (En
terminologie ensembliste on parle de singleton.)

2.1.2 Opérations sur les événements

Soit A et B deux évenements d’une expérience aléatoire d’univers €.
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i) Complémentaire. Le complémentaire A de A dans  (aussi noté A°) est 1'événement
contraire de A : A contient tous les éléments de € qui ne sont pas dans A, A = Q\A.
A est événement qui se réalise lorsque A ne se réalise pas.

ii) Intersection : L’événement C' = A N B est réalisé lorsque A ET B sont réalisés
simultanément. On parle donc de ’événement « A ET B ».
iii) Union : L’événement D = AU B est réalisé lorsque 'un des événements A OU B est réalisé.
On parle donc de I'événement « A OU B »
Deux éveénements A et B sont dits incompatibles ou disjoints si AN B = ().
La relation « ’événement A implique I’événement B » signifie que si A se réalise alors B se
réalise aussi. La relation ensembliste associée est donc celle de I'inclusion : A C B.

Exemple. On jette deux dés distincts. On considere les évenements suivants : A =« la somme
des points vaut 6 », B =« la somme des points est un multiple de 3 », C =« avoir au moins un
6 ». On a alors :

A = {(175)7(571)>(2a4)7(47 2)7(3> 3)}
B ={(1,2),(2,1),(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3),(3,6), (6,3),(4,5), (5,4), (6,6)}
¢ ={(1,6),(6,1),(2,6),(6,2),(3,6), (6,3), (4,6),(6,4), (5,6), (6,5), (6,6)}

OnaACB,ANC =0, et C est 'événement « n’avoir aucun 6 ».

Définition 2.1. Soit Ay,---, A, des événements. On dit que la famille (A;),¢;c, est un
systéme complet d’événements si ces événements sont deuzr d deux disjoints (c’est-a-dire

p
Vi;’éj,AiﬂA]’ZQ) etSiUAi:Q.

=1

Exemples.
e Pour tout événement A, la famille (A, A) est un systéme complet d’événements.

e S5i Q)= {w - ,wy} alors la famille ({w;}),¢;c, est un systéme complet d’évéenements.

2.1.3 Bases axiomatiques des probabilités

Considérons une expérience aléatoire dont 'univers est un ensemble fini 2. Intuitivement, la
probabilité d’un évenement est la fréquence d’apparition de cet événement lorsqu’on réalise une
infinité de fois dans les mémes conditions ’expérience.

Définition 2.2. On appelle probabilité, ou mesure de probabilité, sur ) toute application
P 2(Q) — R vérifiant les trois axiomes :

(1)VAe 2(Q), P(A) >0 (positivité)
(2) P(Q) =1 (totalité)
(3)V(A,B) € 2(0)%, (AnB=0=P(AUB) =P(A) + P(B)). (o-additivité)

Remarque. Lorsque 2 est muni d’une probabilité [P, on dit que (€2, P) est un espace probabilisé
(fini).

Proposition 2.3. Soit P une probabilité sur Q.
1.P@)=0

2. Si Ay, Ay, --- A, est une suite finie d’événements deuxr o deux disjoints alors on a
n

P (U Ai) — 3 P(A)
i=1 i=1
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3. Pour tout événement A, P(A) =1 —P(A)
4. St AC B, alors P(A) < P(B). (On dit qu’une probabilité est croissante.)
Démonstration : 1. 11 suffit de prendre A = Q et B = (). 2.0n proceéde par récurrence. 3. On
remarque que 2 = AU A (union disjointe). 4. On remarque que si A C B, on a B = AU (B\A)
(union disjointe), ot B\A = BN A. On a donc P(B) = P(A) + P(B\A). O
Ezxercice. Montrer que si A et B sont deux événements alors P(A\B) = P(4) — P(AN B).
Proposition 2.4. Soit A et B deux événements quelconques, alors

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Démonstration: On décompose les événements en unions disjointes de la maniére suivante

AUB=AU(B\ANB)et B=(ANB)U(B\ANB). O
Ezxercice. Montrer que si Ay, -+, A, sont n événements alors P ( Z P(A
=1

Proposition 2.5 (Formule des probabilités totales). Si Ay, --- A, forment un systéme complet
d’évenements alors, pour tout événement B, on a :

P
P(B) => P(BN4;)
i=1
p p
Démonstration: Ona B= BN = BN U A;. On en déduit B = U BN A; et donc le résultat
i=1 =1
annoncé par o-additivité. O
Proposition 2.6 (Construction d’une probabilité). Si Q = {wq, - ,w,} et si p1,...,p, sont

des mombres positifs tels que p1 + -+ - + pn = 1, alors il existe une unique probabilité P sur Q
telle que : Vie([[1,n]], P{w})=
Cette probabilité est définie par : VA E @( Z P({w}).

weA

Démonstration :

e Unicité. Si p1,...,p, sont des nombres positifs tels que p1 + -+ + p, = 1 et si P est une
probabilité sur Q telle que Vi € [[1,n]], P ({w;}) = p;, alors, pour A C Q, A= | ] {w} et

weA
la o-additivité donne bien P (A) = Z P({w}).
weA
e FExistence. Il s’agit de Vériﬁer que l’application P ainsi définie est bien une probabilité.
On a déja, VA C Q, P(A Z P({w}) 0 (car les p; sont positifs) mais aussi
weA

Z P({w}) = sz = 1. Soit a présent A et B deux évenements incompatibles.
we
P(AUB) = Z ({w} z P({w})+ Z P ({w}) (car A et B sont disjoints) et donc

weAUB wEA weB

P(AU B) = P(A) + P(B).
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Remarque. On dit parfois que la famille {p1,- - ,p,} est une distribution de probabilité sur
Q). Se donner une probabilité sur €2 revient donc a se donner une distribution de probabilité sur
Q.

Exemples. 1. On jette une piéce bien équilibrée (méme chance de tomber sur pile que sur
face) et on regarde la face apparente. On a Q = {P, F'}. Comme la piece est bien équilibrée, la
probabilité liée a cette expérience vérifie P({P}) = P({F}). Comme P est une probabilité, on a
forcément P({P}) + P({F}) = 1. On en déduit que,

P({P}) = P({(F}) = 5.

2. Jetons une piece biaisée de telle sorte qu’on ait deux fois plus de chance d’avoir pile que face,

i.e P{P}) =2P({F}). Comme P({P}) + P({F}) =1, on a alors

P((P}) = 2 et P({F)) = 5

3. On jette un dé et on regarde le chiffre de la face apparente. On a Q = {1,2,--- ,6}. On
suppose que le dé est bien équilibré (non truqué), c’est a dire que chaque face a la méme chance

d’apparaitre. On a donc P({i}) = % pour i € {1,2,---,6}.
Soit A I’événement « obtenir un chiffre pair », on a alors

P(A) =P({2,4,6}) = P({2} U {4} U {6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = %

Soit B I’événement « obtenir au moins deux ». On remarque que B =« tomber sur 1 », d’olt

— 1 5
P(B)y=1-P(B)=1—- =~
(B)=1-P(B)=1- ="
2.1.4 Cas particulier de I’équiprobabilité
Considérons une expérience d univers fini 2, disons Q = {w1, - -+ ,wy } dont chaque événement

élémentaire a la méme chance d’apparaitre. On dit que I’expérience est équiprobable. Comme

ZP({%}) =1, on en déduit que
i=1

P({wr}) = B(fwn}) = = P({uwn}) = -

Cette probabilité est appelée probabilité uniforme sur I'ensemble fini Q@ = {wi, - ,wy}.
Considérons un éveénement A, on a alors

card(A)  nombre de cas favorables

P(A)= Y - = —

n nombre de cas possibles
weA

Exemples. 1. On jette deux dés équilibrés distinguables (I'un rouge, 'autre bleu) et on
note les chiffres qui apparaissent. On peut modéliser I'expérience en introduisant I'univers
Q = {1,2,---,6}2 constitué des couples (4,5) ou i désigne le chiffre du dé rouge et j celui
du bleu. Les dés étant équilibrés, ’expérience est équiprobable et on a donc

P({(i, j)}) = % pour tout (i, j) € O
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2. On jette maintenant deux dés équilibrés et parfaitement identiques et on note les chiffres
qui apparaissent. On peut modéliser I’expérience en introduisant 'univers

Q' ={(i,5) € {1, 6} tels que i < jif = {(1,1),+,(1,6),(2,2),-+, (5,5),(5,6), (6,6)}

Le cardinal de Q' est 21. On souhaite munir I'espace €' d’une probabilité P, mais il n’y a cette
fois-ci aucune raison de supposer ’expérience équiprobable.

Cependant, on peut faire le lien avec ’expérience précédente en mettant un point de couleur sur
I'un des dés. Cela ne change pas le déroulement de ’expérience, mais les dés étant maintenant
distinguables on se retrouve dans le cas précédent ou l'on connait la probabilité de chaque
événement élémentaire. On introduit alors I'univers Q@ = {1,---,6}? muni de la probabilité
uniforme P. Le lien entre les espaces (,P) et (Q,[P) est le suivant : pour i < j, on a

P'({(i,5)}) = P{(i.4}) + PH(,D)}) = %
et P'({(i.)}) = P({(i,9)}) = g5-

De maniere générale, dans le cas d’un univers fini et lorsque cela est possible, on essaye de se
ramener a des expériences équibrobables afin de simplifier la modélisation.

Exemple. On jette deux dés équilibrés et on cherche la probabilité que la somme des chiffres soit
égale a 7. Les dés ne sont pas supposés distincts, mais dans I’exemple précédent on a vu qu’on

pouvait se ramener au cas de dés distincts. On consideére 2 = {1,--- ,6}% avec card(Q2) = 36 et
1
done A= {(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2), (6,1)), don P(4) = o =

2.2 Probabilités conditionnelles

2.2.1 Introduction

Prenons un exemple simple : on lance successivement deux dés équilibrés et on observe la
somme des chiffres apparents. On modélise I'expérience, comme déja vu, par le couple (£2,P) ou
Q={1,---,6}2 et P est la probabilté uniforme. Si A désigne I’événement « La somme vaut 6 »,

5
ona A =1{(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)} et donc P(A) = 36 Supposons maintenant que ’on ait
une information supplémentaire : on sait que le premier dé est tombé sur la face 2. Si B désigne
I’événement « Le premier lancer donne 2 » (on a donc B = {(2,1), (2,2), (2, 3), (2,4), (2,5), (2,6}),

les cas favorables ne sont plus qu’au nombre de un : (2,4) (c’est le seul élément de AN B) tandis

que les cas possibles sont ceux de B. La probabilité d’obtenir une somme de 6 sachant que le

1 Card(ANnB
premier dé est tombé sur 2 vaut donc — = M. C’est la probabilité de A sachant B.
6 Card(B)

Généralisons a présent cet exemple.

2.2.2 Définition et premieéres propriétés

Définition 2.7. Soit A et B deuz événements avec P(B) # 0. La probabilité conditionnelle
de A sachant B, notée Pg(A) ou P(A|B), est définie par :

P(ANB)
Pgp(A) = ———
Exemple. On jette deux fois une pieéce de monnaie équilibrée et on cherche la probabilité

que les deux jets donnent face sachant que le premier a donné face. On modélise 1'expérience
en introduisant 'univers Q = {(F, F),(F,P),(P,F),(P,P)} que 'on munit de la probabilité
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uniforme (la piéce étant équilibrée, les résultats sont équiprobables). On introduit les événements
suivants A : « les deux jets donnent face », B : « le premier jet donne face ». .
N - _P(AnB) P 3 1

En utilisant, la formule de la définition, on a Pp(A4) = P(B) PB) 2 12

Cependant on remarque que si I'on sait que le premier jet donne face, tout l'aléa de
I’expérience est dans le second lancer. Sachant que le premier dé donne face, on peut considérer
l'univers Q' = {(F, F), (F, P)}. Ayant autant de chance que le second lancer donne face que pile,
on a donc Pp(A) = 1/2. On retrouve le méme résultat.
On s’intéresse maintenant a la probabilité que les deux jets donnent face sachant qu’au moins
un des jets donne face. On note C' ’événement « au moins un des jets donne face ». D’apres la
formule, on a

o~

B P(ANC) B P(A) B
Fe@="poy P -

Sachant qu’au moins un des jets donne face, I’aléa repose sur 'autre jet et on peut considérer

Punivers Q' = {(F, F), (F, P), (P, F)} et donc Pc(A) = .

NS ENES
w

Proposition 2.8. Soit (Q,P) un espace probabilisé fini et B un événement tel que P(B) # 0.
Alors Uapplication

Py: 2(Q) — R

A — Pp(A)
est une probabilité sur €.
Démonstration :
e Il est clair que VA C Q, Pp(A) > 0,
P(QNB P(B
e On a bien Pp(Q2) = (20 B) = (B) =1,

P(B)  P(B)
e Soit alors (A, A') € 2(2)? avec AN A = ().
P(AuA)YNB) P(ANB)U((A'NB))

FplAu ) =="p0 = P(B)

Comme AN B et A’ N B sont disjoints, on en déduit

P(ANnB)+P(A' N B)
P(B)

Pp(AU A = = Pp(A) + Pp(A).

Remarque. On a Pg(B) =1 : tout le poids de la probabilité est porté par B.

2.2.3 Différentes formules

Proposition 2.9 (Formule des probabilités totales - Version 2). Si By, - - - By, forment un systéme
complet d’événements et sont tous de probabilité non nulle alors, pour tout événement A, on a :

p

P(A) =Y P(ANB;) = iIP’Bi(A).IP’(B,-).

i=1

Démonstration : 11 suffit d’appliquer la premiére version de cette formule et la définition de la
probabilité conditionnelle. O

Exemple. Une compagnie d’assurance répartit ses clients en deux classes : ceux qui sont enclins
aux risques cardio-vasculaires (ie., & haut risque) et ceux qui ne le sont pas (i.e., a risque
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modéré). Elle constate que ceux a haut risque ont une probabilité de 0.4 d’avoir un accident
dans I'année, tandis que ceux a risque modéré ont une probabilité de 0.05. On suppose que 30%
de la population est & haut risque. Quelle est alors la probabilité qu'un nouvel assuré ait un
accident cardio-vasculaire durant I’année qui suit la signature de son contrat 7

On note A l'événement « l'assuré a un accident pendant l'année » et B 1’événement
« 'individu est a haut risque ». Alors d’apres la formule des probabilités totales, on a

P(A) = 0.4 x 0.3+ 0.05 x 0.7 = 0.155

Proposition 2.10 (Probabilités composées). Soit Ai,---,A,_1 des événements dont 'inter-
section est de probabilité non nulle et soit A, un événement. Alors :

P(41 -1 Ay) = P(A1) % Pay (A2) x Payrag (A3) - Py, (4y).

Démonstration : On procede par récurrence O

Remarque. Ce résultat justifie le calcul des probabilités a 1’aide d’un arbre de probabilité.

Proposition 2.11 (Formule de Bayes). Si A et B sont deur événements de probabilité non
B Pp(A)P(B)

Pp(A)P(B) + P5(A)P(B)
Plus généralement, si By,---B, forment un systéme complet d’événements et sont tous de
probabilité non nulle et si A est un événement de probabilité non nulle alors :

nulle alors on a : P4 (B)

Pg, (A)P(B;
(3 = P(AP(B)
> _Pp,(A)P(B))
i=1
Démonstration : 11 suffit d’écrire P4(B;) = P(ﬁ (Z)Bl) = Ps, %P{l(ip;(Bl) et d’utiliser la formule
des probabilités totales. ]

Remarque. La formule de Bayes permet de calculer les probabilités a posteriori d’un évéenement
en fonction des probabilités a priori de cet événement c’est-a-dire connaitre P4(B) quand on
connait Pp(A) et P5(A). La formule de Bayes est donc souvent utilisée pour calculer des
probabilites de causes dans des diagnostics (maladies, pannes, etc.).

Remarque. La formule de Bayes est a la base de toute une branche de la statistique appelée
statistique bayesienne.

Exemple. Un étudiant répond & une question a choix multiples, m réponses sont proposées. Il
connait la réponse avec une probabilité p. Dans le cas contraire, il choisit au hasard la réponse
(avec une probabilité 1 — p). Quelle est la probabilité qu’un étudiant connaisse la réponse s'il y
a répondu correctement ?

Po(B)P(C) __ 1xp

" Pe(B)P(C) + P5(B)(1—P(C))  p+(1—p)/m
Sip=1/2et m =4, alors P(C) =4/5.

Pp(C)

2.3 Indépendance d’évenements

Dans le langage courant, on dit de deux évenements qui ne sont pas liés entre eux qu’ils
sont indépendants. Par conséquent, on a tendance a dire que si A et B sont indépendants, la
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connaissance de B ne donne aucune information utile pour la connaissance de ’évéenement A
et donc de maniere naturelle Pp(A) doit étre égale a P(A), i.e. P(AN B) = P(A)P(B). On va
donner a partir de cette constatation la définition mathématique de 'indépendance.

Définition 2.12. Deux événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Attention! Les notions d’événements indépendants et d’éveénements disjoints n’ont aucun
rapport. Par exemple, si on jette deux dés et on considére les événements A =« le premier dé
vaut 3 » et B =« le deuxiéme dé vaut 1 ». Les événements sont indépendants car on jette les
dés de fagon indépendante, mais les événements ne sont pas disjoints car ’évéenement AN B =
« le premier dé vaut 3 et le deuxieme vaut 1 » est possible.

Proposition 2.13. Si A et B sont deuz événements indépendants, alors A et B le sont aussi.

Démonstration : On écrit A comme 'union de deux événements disjoints : A = (ANB)U(ANB).
Dot P(A) = P(AN B) + P(An B) = P(A)P(B) + P(AN B). Ce qui implique que P(A N B)

P(A) — P(A)P(B) = P(A)P(B) et donc A et B sont indépendants. O

Définition 2.14. On considére n événements Ay,--- ,A,. Ces événements sont dits mutuel-
lement indépendants si pour tout k < n, pour tout iy,--- ,ix € {1,---,n} distincts on a

Par exemple, A, B et C sont trois événements mutuellement indépendants si P(A N B) =

P(A)P(B),P(ANC) = P(A)P(C),P(BNC) = P(B)P(C) et P(AN BN C) = P(A)PB)P(C).

Remarque. Si des évenements sont mutuellements indépendants, alors ils sont indépendants
deux & deux, mais la réciproque est fausse. Par exemple, si on jette deux dés, I'un rouge l'autre
bleu et si on considére les événements suivants : A = {le dé rouge donne un chiffre impair}
B = {le dé bleu donne un chiffre impair} C' = {la somme des deux dés est un chiffre impair}
A, B et C sont deux & deux indépendants mais pas mutuellement indépendants.



