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Soit R = OT(E) le groupe des rotations d'un espace vectoriel euclidien E de dimension 3. On rappelle
que R est engendré par les retournements (demi-tours).
Le but du probleme est de montrer que R est un groupe simple c’est a dire que ses seuls sous-groupes

distingués sont {idg} et R lui-méme.

1) Pour tout vecteur non nul x de F/, on note o, la symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle
engendrée par x (retournement d’axe Rx). Soient x,y € E\{0}.

a) Soit 7 € R. Déterminer la nature de la transformation r o o, o r— 1.

b) En déduire l'existence d'un r de R tel que roo, or™t =og,.

2) Soit G un sous-groupe de R, G # {idg}.
a) Montrer qu’il existe un élément r = rp g de G\{idg} tel que Vu € D+, <u, r(u)> <0.

On pourra, par exemple, composer une rotation de G avec elle-méme jusqu’a obtention d’un “bon” angle.
b) Montrer alors l'existence d'un vecteur non nul v tel que <w, r(v)> =0 (on pourra chercher un tel

v sous la forme v = \u+ pw ot w dirige D).

¢) Décrire alors 'isométrie o, o7 0 0, 0 ™1,

3) Soit G un sous-groupe distingué de R : Vf € R,Vg € G, fogo f 1 eG.
Montrer que ou bien G = {idg} ou bien G = R.



