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’Applications7 injections, surjections

[Révisions n°1]

e Préciser ce que sont I'image directe et 'image réciproque d’une partie par une application f. Donner des
exemples. Justifier la notation f~1(A). Quelles sont les notations probabilistes correspondantes ?

e Comment démontre-t-on qu’une application est surjective 7 Qu’elle est injective ?
L’application f: C\{—i,i} — C, z +— ]

e est-elle surjective 7 est-elle injective ?
z

|Exercice n°1]

Soit X l'application de R dans R définie par X (z) = 2% + = — 2.
1) Calculer X ~1({4}).
2) X est-elle injective 7 Est-elle surjective ?

3) Calculer X ([—1,1]) ainsi que X ~1([-2,4])

|[Exercice n°2|

Soit X I’application de R? dans lui-méme définie par X ((x,y)) = (z + y, xy) pour tout (z,y) de R.
Calculer X~1({(3,2)}). X est-elle injective ? X est-elle surjective ? Déterminer son image.

|[Exercice n°3| (CAPES 2014ex - Deuxiéme composition)

Soit b un nombre premier distinct de 2 et 5. On note a la classe d’un entier a dans Z/bZ et (Z/bZ)* ’ensemble

(z)bZ)* — (Z)vZ)*
a — 10xa

Z/VZ privé de 0. Démontrer que l'application f : { est bien définie et injective.

|[Exercice n°4|

Soient f une application de E dans F', g une application de F' dans G et h =g o f.
1) Montrer que si h est surjective et g injective, alors f est surjective.

2) Montrer que si h est injective et f surjective alors g est injective.

|Exercice n°5|

Soient E et F' deux ensembles non vides et X une application de E dans F'.

1) Soient A; et Ay deux parties de E. Montrer que 'on a toujours X (A4; U Az) = X (A1) U X (A2) mais que
X(A1 N Ag) C X(A1) N X (Ag) avec égalité si X est injective.

2) Soient Bj et B deux parties de F. Montrer que X 1(B; U By) = X~ 1(B;) U X~ 1(By). Montrer que

X71(31 N Bg) = X71<B1) N Xﬁl(Bg) et que Xﬁl(Bil) = X_I(Bl).

3) Soient X et Y deux applications de €2 dans N. Montrer que :

vneN, (X +Y) ' ({n}) = J X' {EHNY ' {n—k})
k=0



|Exercice n°6| (CAPES 2020 - Premiére composition,)
Soit m un entier naturel non nul et ((Py, ap), ..., (Pn,ay)) un systéeme de n + 1 points pondérés (du plan

affine &) de poids total a = Z Q.
k=0

n
On note f I'application de & dans ﬁ qui, & tout point M de & associe le vecteur f(M) = Z%‘Mﬁ\i.
i=0

e
1) Soient M et N deux points de &?. Démontrer 1’égalité vectorielle f(N) = f(M) +aNM.
2) Démontrer que, si a # 0, alors f est injective et surjective.

3) En déduire que f est bijective si et seulement si o # 0.

n

_>

4) On suppose « non nul. Montrer qu’il existe un unique point G tel que Z oziCTﬁi =0.
i=0

Dénombrements

[Révisions n°2]

e Quand dit-on qu’'un ensemble est dénombrable ? Qu’est-ce que le cardinal d’un ensemble ?

e A et B étant deux ensembles finis, montrer que Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B)
Illustrer par un diagramme de Venn. Ce résultat est-il généralisable ?

e Soit €2 un ensemble a n éléments. Combien (2 a-t-il de parties ? Démontrer ce résultat.
Qu’est-ce qu'une p-liste (p € N*) d’éléments de 27 Combien y en a-t-il 7
Qu’est-ce qu'un p-arrangement d’éléments de 2?7 Combien y en a-t-il ?
Qu’est-ce qu'une p-combinaison d’éléments de 27 Combien y en a-t-il?

|[Exercice n°7| (CAPES 2023 - Premiére composition)
Etant donné un entier naturel n supérieur ou égal a 3, on trace dans un plan n droites de sorte qu’il n’existe

pas parmi elles deux droites paralléles ni trois droites concourantes.
nn—1)(n—2)

Montrer que le nombre de triangles ainsi obtenus est égal a

|[Exercice n°8| (CAPES 202/ - Premiére composition)
Soit E un ensemble fini non vide dont un des éléments est noté a.
Vrai ou Faux : il y a autant de parties de E' contenant a que de parties ne le contenant pas.

|Exercice n°9|

On considere les nombres & huit chiffres dont ’écriture comporte chacun des chiffres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 et 8.
1) Combien y a-t-il de tels nombres ? Montrer qu’aucun de ces nombres n’est premier.
2) Si on range ces nombres par ordre croissant, quel est le rang de 48 713526 ?

3) Quelle est la somme de tous ces nombres ?

|Exercice n°10| Vrai ou Faux (BAC 2024 - Premiére composition)

Le code d’'un immeuble est composé de quatre chiffres (qui peuvent étre identiques) suivis de deux lettres
distinctes parmi A, B et C (exemple : 1232BA).

Affirmation : Il existe 20 634 codes qui contiennent au moins un 0.




’Exercice no]_]_‘ VRAI ou FAUX (CAPLP 2023)
Un domino est constitué de deux cases, chaque case contenant un nombre de points compris entre 0 et 6.
Exemples de dominos :

PROPOSITION : Il y a 28 dominos différents.

|[Exercice n°12]

Un sac contient six jetons numérotés de 1 a 6. On en tire successivement trois sans remise. Quel est le
nombre de tels tirages produisant une suite non monotone ?

|Exercice n°13] (CAPES 2015 - Deuzxieme composition,)
Dans ’enseignement supérieur, on définit, pour tout entier p € [0,n], 'entier (Z) comme étant le nombre
de parties a p éléments d’un ensemble & n éléments.

n!
Okl (n—k)
2) On suppose dans cette question que k£ # 0. En exprimant de deux manieres différentes le nombre de

(n + 1)-uplets contenant k fois I'élément 1, démontrer que (") + (}) = ("}1).

1) Justifier la cohérence de cette définition avec celle qui est donnée au lycée et montrer que (Z)

|[Exercice n°14| (CAPES 2024 - Premiére composition)
Vrai ou Faux : le nombre de trajets les plus courts pour aller du départ a l'arrivée sur le quadrillage ci-dessous
est égal a 120.

Arrivée

Départ

|[Exercice n°15]

Un placard renferme n paires de chaussures toutes différentes. On en extrait au hasard 2r chaussures.
Combien y a-t-il de résultats possibles ? Combien y en a-t-il ne contenant aucune paire 7

|[Exercice n°16]

On dispose de cing boules et de quatre urnes.

1) Combien y a-t-il de répartitions possibles de ces boules dans ces urnes ?

2) Combien y a-t-il de répartitions laissant au moins deux urnes vides ?

3) Combien y a-t-il de répartitions ot une urne au moins contient trois boules ?

4) Combien y a-t-il de répartitions ot une urne contient au moins trois boules ?

|[Exercice n°17]

1) Soit (n,p) € N2 Montrer qu'il y a (Z) p-uplets (z1,---,xp) € NP tels que 0 < 21 < --- < zp < n.
Application : Combien y a-t-il d’injections croissantes de {1,--- ,p} dans {1,--- ,n}?

n+p—1

2) Montrer alors que ( ) est le nombre de p-uplets (y1,---,yp) € NP telsque 0 <y < -+ < yp < 1.

3



|[Exercice n°18]

P
Pour (n,p) € N?, on note HP le nombre de solutions (x1,--- ,x,) € NP de Péquation Z T =n.
k=1
n+p—1
p—1 )
Application 1 : 20 auteurs ont écrit des livres particulierement intéressants pour réussir notre concours.

Montrer que HE = (

On a un buget suffisant pour acheter 10 livres. Il va falloir faire un choix. On ne pourra pas avoir un livre
par auteur. En revanche, on pourra avoir plusieurs livres du méme auteur. Pour chaque achat possible
de 10 livres, on ne s’intéresse qu’aux séquences des nombres de livres achetés de chacun de ces auteurs
recommandés. Sachant que ces auteurs ont tous publié au moins 10 livres, quel est le nombre de séquences
possibles 7

Application 2 : De combien de facons peut-on partager cent pieces de 1 euro entre cing personnes.

|[Exercice n°19]

Pour n,p € N, on se donne p entiers n; € N tels ny +ng +--- +ny, =n.
Dénombrer les p-uplets X = (z1, - ,xp,) de NP contenant exactement n; fois 1, ng fois 2,..., n, fois p.
Application : Vrai ou Faux :

1) le nombre d’anagrammes du mot DENOMBRE est 20 160. (Mayotte 2022 - Deuzxiéme composition)

2) Le code d’acces a un immeuble est un nombre de cing chiffres. Ce code comporte un « 1 », un « 2 », un
« 7 » et deux fois le chiffre « 8 ». PROPOSITION : on peut composer 60 codes différents avec ces chiffres.
(Mayotte 2023 - Deuziéme composition)

|[Exercice n°20]| (Oral 2 - CAPES 2006)
Un homme travaille & Manhattan, dans un quartier ou les avenues CICI 0

sont orientées nord-sud et les rues est-ouest. OO0 00000
Il travaille a sept patés de maison a l’est et huit patés de maison OO0 0000 DD

au nord de son domicile. Pour aller a son travail chaque jour il OO000O0000fo
= N

i)iagl;}czlin:udsol?; 111211 ;olrigtllg:;) de quinze patés de maison (il ne se di- 1000 DDDDD ] T
On suppose qu’il existe une voie le long de chaque paté de maisons NN niEnnne
et qu’il peut prendre n’importe lesquelles dans ce schéma rectan- HiNE NN
gulaire. Le dessin ci-contre illustre la situation; un trajet a été HiNIN .
représenté en pointillé. L] @D NI

1) Proposer un « codage » permettant de décrire le trajet représenté.
2) Combien de trajets différents I’homme peut-il emprunter ?

3) L’homme prétend que le nombre de trajets est aussi le nombre de suites de huit entiers naturels dont la
somme est 8. A-t-il raison ?



