Université de Rennes 1 Préparation au CAPES de mathématiques

Feuille d’exercices d’analyse

‘ Suites numériques ‘

|Exercice n°1]

Etudier la nature des suites (u,) définies par:

_1)n n_ pn
m; c) u":Z"+b" pour a>0 et b>0

a) up=vVn+1l—+n; b) u,=

n+Inn

n

2
1
d) un:w; e) u,=[[(1--)

2" 4+ sinn b P
|Exercice n°2]
Calculer la limite des suites:
2k —1 n_ k2
0) un = Zk_1£ ); D) k=1 F
D=1k n3

|Exercice n°3|

Etudier la nature des suites (u,) définies par:

n

n 1 &
a) unzzn2—|—p; Z\/rﬂ— c) un:aZk!

k=1

|Exercice n°4]

Etudier la nature des suites (uy,) définies par:

z": 1
_kzln

|Exercice n°5]

Les suites (uy,) et (v,) convergent-elles?

2n 1 1 | 1
a) un:kgl(—l)]ﬁ_lg et ’L)n:un-i—m; b) unzkglﬁ et 'Un:un“‘ﬁ
|Exercice n°6|
On définit la suite (u,) par u, = > jp_; % Montrer que les suites (ug2,) et (ug,+1) sont adjacentes.

Conclusion?

|Exercice n°7|

Etudier la nature des suites (uy,) définies par:

2
a) Upt1 = —2up+1;  b) upg = §u" -2, ) Upp1 =tu,+1—14



|Exercice n°8|

Etudier la nature des suites (uy,) définies par:

3 1 .
a) wp=-1, up =1, uUpto= Un+1 = 5Un} b) wp =2, u; =2(1+ 2\/§), Unto = 2Upt1 — duy,

| Fonctions continues |

|Exercice n°9]

Soit f une fonction définie sur R, admettant une période strictement positive t. Montrer que si f a une limite
en 400, alors f est constante.

|Exercice n°10]

Soit k un réel strictement positif et différent de 1. Soit f une fonction définie sur R telle que, pour tout réel x,
f(kx) = f(xz). Montrer que si f est continue l'origine, elle est constante.

|Exercice n°11]

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On note E = {z € [a,b]|f(x) = 0}. Montrer que si E n’est pas vide,
alors sup E est un élément de E.

|Exercice n°12|

1) Soit f:[0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe = dans [0, 1] tel que f(z) = =.

2) Soit f : [0,2] — R continue et telle que f(0) = f(2). Montrer que I’équation f(z) = f(x+ 1) a au moins une
solution.

|Exercice n°13]

Soit f :]a,b]— R continue. On suppose que f admet la méme limite finie £ en a et b. Montrer que f n’est pas
injective sur ]a, b|.

|Exercice n°14] (d’aprés CAPES 1993)
Soit f : [0, +o00o[— R continue et ayant une limite finie £ en +00. Montrer que f est bornée sur [0, +oo[ et atteint

au moins une de ses bornes.

|Exercice n°15|

Soit f : [0, +00[— R continue telle que pour tout > 0, | f(z)| < . Calculer f(0). Montrer qu’ tout couple (a, b)
de réels vérifiant 0 < a < b, on peut associer un nombre k de |0, 1] tel que, pour tout = de Ja,b[, |f(z)| < kz.
Est-ce vrai pour les couples (0,b) 7

|Exercice n°16]

Soit f : [0,400[— R uniformément continue.
1) Montrer que |f| est uniformément continue.

2) Montrer qu’il existe un réel ag > 0 tel que pour tout n € N on ait :
Va € [nag, (n + Daol, [f(z)] <1+ |f(nag)|

3) En déduire qu'il existe des réels a et b tels que Vo € RY, |f(x)| < az +b.

4) Utiliser 3) pour étudier la continuité uniforme de g : R™ — R, g(x) = 2.



5) La condition 3) est-elle suffisante pour avoir la continuité uniforme ?

|Exercice n°17|

L)a) Montrer que les fonctions f:z — e % et g: z — |z| sont convexes sur R.

b) Soit h :  — e~ 1#l. Vérifier que h(0) > 2(h(1) + h(—1)). h est-elle convexe sur R ?
2) Soient f,g: R — R convexes. On pose h = fog.

a) Peut-on affirmer que h est convexe sur R ?

b) On suppose en outre f croissante sur R. Montrer que h est convexe sur R.

|Exercice n°18|

Soit f : R — R une fonction convexe et bornée.

f@) = (@)

r—a

1) Soit a un réel quelconque. On pose g, : R - R, z +—

a) Montrer que g, est croissante sur |a, +o0o[ (on pourra, pour a < x < y, écrire z sous la forme x = ta+(1—t)y,
pour un ¢t convenablement choisi).
Montrer que lim g,(z) = 0.
r—+00

b) En déduire que f est décroissante sur R.
2) Montrer que f : R — R,  — f(—x) est aussi convexe et bornée. Qu'en déduit-on pour f ?

3) Enoncer un résultat résumant cet exercice.

‘Fonctions dérivables - Formules de Taylor‘

|[Exercice n°19] (CAPES 2005)
Soient f,g: I C R — C* dérivables. Montrer que f et g ont méme dérivée logarithmique si et seulement si f
et g sont proportionnelles.

|Exercice n°20|

- k
Soit f:[—1,+1] — R dérivable en 0. On définit la suite (uy,) par u, = Z f (ﬁ) —nf(0). Montrer que cette
k=1
suite converge vers % f/(0).

|Exercice n°21|

Soit f :]a,b[— R une fonction continue qui ne s’annule pas sur ]a,b[. Montrer que si la fonction carrée f2 est
dérivable, il en est de méme de f.

|Exercice n°22|

1
1) Soit & > 0. A l’aide du théoreme des accroissements finis appliqué a x — —, montrer que pour tout n de
x

nite <o ((n— N n_a)

n
2) En déduire que la suite donnée par S, = Z — converge pour « > 1.

a
k=1 k



|Exercice n°23]

Soit f : [~1,1] — R de classe C? telle que f(—1) = f(1) = 0.
Montrer que, pour tout o de | — 1,1, il existe un polynoéme P de degré < 2 tel que la fonction g = f + P

s’annule en —1, 1 et a. En déduire que f(a) = %f”(c) o ¢ €] —1,1[, puis que :

sup | f7 ()]
ze[—1,1]

DO | =

sup |f(z)] <
ze[—1,1]

|[Exercice n°24] (d’aprés CAPES 2002)
Soit f : R — R une fonction dérivable solution sur R de I'équation f(z) = zf'(3).

1) Montrer que f est de classe C! sur R.

2) On suppose en outre f de classe C" (n € N, n > 2). En utilisant la formule de Taylor-Young, montrer que,
pour tout entier p compris entre 1 et n, on a : f(p)(O) =0 oup2!7P =1.

|Exercice n°25|

Soit f une fonction & valeurs dans R, de classe C? sur R. On suppose que f(0) = f/(0) = 0. On pose
x six >0
o) = f(Vx) iz >
f(—=v=xz) siz <0

1) Vérifier que g est de classe C! sur chacun des intervalles | — oo, 0] et ]0, +oo|.

2) Vérifier que g est continue sur R.

3) Calculer lim ¢'(z) et lim ¢'(x).
z—0 z—0
>0 <0

4) Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur f”(0), pour que g soit de classe C! sur R.

|Exercice n°26] (CAPES 2000) .

Pour n € N, on note L, : R - R, ¢t — %(F — 1)". Montrer que L,(1) = 2"n! et calculer L,(—1).

|Exercice n°27| (CAPES 1991)
Soit f une fonction positive, de classe C? sur R et telle que f” soit bornée sur R.

1) On note M = sup |f"(z)|.
zeR

a) Montrer, en appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange a la fonction f que, pour tout couple

2
de réels (z,\) on a: f(z)+ \f'(x) + %M >0

b) En déduire que pour tout réel z on a : |f'(z)| < /2M.f(x)
2) Soit xo un réel tel que f(zg) = 0. On pose g = \/f.
a) Montrer que pour tout réel x, x # xg, il existe un réel ¢ compris entre xg et x tel que :
f(@)=24(z —20)2f"(c) (on pourra commencer par remarquer que f'(zg) = 0).

b) En déduire que si f”(zg) > 0, g n’est pas dérivable en z.

|Exercice n°28]

1) Soient f une fonction convexe et dérivable sur un intervalle I et a,x € I.
Montrer que f(x) > f(a)+f'(a)(z—a). Quelle interprétation géométrique peut-on donner de cette inégalité ?



xT

2) Soit > 0. On pose f(z) = —. On rappelle que par définition /n (x) = / f(t)dt. En utilisant la convexité
1

de f sur [1,2], majorer ¢n (2) par la surface d’un trapeze. En appliquant le 1) a la fonction f, pour a = 2,

minorer ¢n (3) par la surface d’un trapeze. En déduire que e €]2,3[. (e est défini par ¢n (e) = 1)

|Exercice n°29|

Pour x # 0, on pose f(z) = 6@.
T

1) Déterminer la limite de f(x) quand z tend vers 0.
2) Montrer que : Va # 0, 30 €]0,1[, f(z) = cos(fx).

3) Montrer que, en travaillant pour z suffisamment petit (c’est a dire pour x inférieur & un certain zg), on peut

assurer I'unicité du 6 précédent. Prouver que lim 6 =

z—0 V10

|Exercice n°30]

Soit ¢ : R — R de classe C? ; on suppose que ¢ et ¢” sont bornées sur R et on pose :

Moy = sup |o(z)] et My = sup |¢"(z)]

zeR zeR
M, alM:
Montrer que pour tout réel x et tout réel a > 0, |¢'(z)] < 0 5 2
a
En déduire que ¢’ est bornée sur R et que : My = sup |¢'(z)| < V2MyMs.

zelR

|Exercice n°31|

Soit f: R — R de classe C3. Pour k dans {0,1,2,3}, on note M) = sup ’f(k)(az)’. On suppose que M, et Ms
zcR

sont finis.
1) Soient z un réel et h > 0.

a) Ecrire les formules de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 au voisinage de & d’une part pour un accroissement +h
et d’autre part pour un accroissement —h.

b) Résoudre le systéme linéaire d’inconnues f'(x) et f”(x) ainsi obtenu et en déduire :

, M, o Ms
< — -
|f'(z)] < . +h G

I 4 My My
< — -
|f"(z)| < 2 +h 3

2) Montrer que M; et Ms sont finis.

3) En déduire l'existence de constantes C et Cy (que 'on déterminera) telles que :

M, < C \3/ Mg.Mg et My < Cy \3/ M().M??

|Exercice n°32|

T
On pose v, = 2" sin on» pour n e N.

3

T
1) Montrer que |7 — v,| < RV (on pourra utiliser la formule de Taylor-Lagrange pour sinus en 0).

73 7o

6><4"’_ 120 x 42n

2) Montrer de méme que |7 — v,



3) Soit A un nombre réel. On pose w,, = Avp41 + (1 — A)v,. Déterminer le réel A pour que l'on ait, pour tout

K , .
neN: |rT—w,| < 2 © K est une constante, que ’on précisera.

‘Théoréme du point fixe - Suites récurrentes

|Exercice n°33|

Soit f : R — R dérivable. On suppose qu’il existe k €]0,1[ telle que, pour tout z : |f'(x)] < k. Montrer
que f a un unique point fixe (on montrera que g : x — f(x) — x est une bijection de R sur R ). Vérifier que
h:x+ 1+ ¢n(ch x) vérifie |h'(x)] < 1 sur R mais que h n’a pas de point fixe.

|Exercice n°34]

Etudier les suites récurrentes définies par
1

1) up=2et upp; =2 — —.
n

2) ug € R et up1 = —u2 + 2u,,.
3) ug=0cet upy1 = T%ti

4) ug € [0,1] et upyq = 1 —u2.

|Exercice n°35| (CAPES 1995)

1
On définit deux suites (a,) et (b,) par ag =a >0,bp=b>0 (b # a), apt1 = i(a" + by) et byyr1 = Vanby.

1) Montrer que (b,) est croissante, (a,) décroissante, et que pour tout n > 1 on a b, < ay,.

2) Montrer que (a,) et (b,) sont deux suites adjacentes.

3) Que se passe-t-il sia =057

[Exercice n°36] (d’aprés CAPES 1998)

Etudier les suites récurrentes définies par ug €)0,2[ et up+1 =

(4 — u?) (point fixe unique mais répulsif).

1
V5

|Exercice n°37|

1) Soit g la fonction définie sur [1,4o00[ par g(x) = 2 — 2 — ¢nx. Montrer que ’équation g(z) = 0 a une unique
solution dans l'intervalle [3,4]. Dans toute la suite, on appelle ¢ cette solution.

2) Soit f la fonction définie sur [1, +o00] par f(x) = 2 4 ¢nx. Montrer que la donnée uy = 3 et la relation
Vn € N, upy1 =2+ 0n(uy)

définissent bien une suite de nombres réels. Montrer que pour tout entier n, 3 < u, < 4.
3) Montrer que pour tout entier n,
lug — /| lup — /|
4TL 37’L

(on pourra utiliser le théoreme des accroissements finis). Quelle est la limite de la suite (uy,) ?

Dans la suite de Iexercice, on applique la méthode de Newton pour la résolution de I’équation g(z) = 0, ce
qui conduit & considérer la fonction ® définie pour x > 1 par

B(x) = (14 Inx)

r—1

4) Montrer que ®(¢) = ¢. Calculer ®'(z) et montrer que ®'(¢) = 0. Etudier les variations de ®.



5) Montrer que la donnée vy = 4 et la relation
Vn € N, vyp1 = P(vy)

définissent bien une suite de nombres réels. Montrer que pour tout entier n, v, < 4, et que la suite (v,)
converge vers /.

A(x)

W, a l'aide de majorations tres simples, montrer
x(x —

6) Calculer ®”(x). En écrivant ®”(z) sous la forme

que pour tout x de l'intervalle [3,4], |®"(x)| < 2.

7) Soit v > ¢ un nombre réel. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange, a 'ordre 1, pour la fonction ® entre ¢ et
v. En déduire que pour tout entier n, |v,q1 — £] < v, — £

‘ Séries numériques ‘

|Exercice n°38]

Etudier la nature des séries de terme général:

Inn n nlnn n'" vn+1—+/n 2
—, , ) , , e " lnn.
n? In(e” — 1) (Inn)™ 47 .n) n
|Exercice n°39|
Montrer la convergence et calculer la somme des séries:
, In(1 + , —
—nn+1)(n+2) nz:; ( n ) ;3"
|Exercice n°40]
. (=" (=n"
Soient t, = ~——=— et vy = ——————.
oient uy, NG et v, Jit (<)
Etudier la nature des séries (uy,) et (vy).
|Exercice n°41|
Soient (uy,) et (v,) deux séries a termes positifs telles que : ¥n > N, Untl < Untt
Up, Up,

1) Montrer que si E vy, converge alors E Uy, converge.

Ix3x5x--x(2n—-1)

2X4X6x--x(2n+2)

avec 1 < av < 3/2 et on utilisera le DL & I'ordre 1 de Untl _ M)

Un Un

«

2) En déduire la convergence de la série de terme général u,, = (on prendra v, = n~

|Exercice n°42|

1) Soient (a,) une suite de réels et (b,) une suite de complexes. On suppose que:

e la suite (ay) est décroissante et converge vers 0,

e il existe une constante K > 0 telle que pour tous entiers naturels n < m on ait

Montrer que la série E anby, est convergente.



2) Etudier la nature des séries de terme général:

cosmn cosn cos?n ena

FORE s — avec « € [0,27].

Intégrales

|Exercice n°43]

Soit f :[0,1] — R. On suppose qu'il existe un réel k > 0 tel que Va,y € [0,1], |f(z) — f(y)| < k|z —y|. On
1 1 & 7 &
pose o, :/0 ft)dt — - ;f(g) Montrer que |, | < 5-.

|Exercice n°44|

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a,b] avec a < b & valeurs réelles telles que, pour tout

b b
x € [a,b], on ait f(x)g(x) > 1. Montrer que / f(zx) dx/ g(x)dr > (b—a)?.

|Exercice n°45| (CAPES 199/)
=] /3 k2
Pour tout « > 0, on pose f(x) = Z w72
k=0 "
Montrer que f(z) admet une limite finie lorsque z tend vers +oo. Calculer cette limite.

|Exercice n°46|

Nature et calcul éventuel des intégrales suivantes:
Un(1 — 22 o d
/ de, / ’ , aeR
o a2 o (I+a2?)(1+2)

|Exercice n°47| (CAPES 1993)

Montrer que pour tout x > 0, l'intégrale /
0

T tsint L .
2 dt converge (on pourra effectuer une intégration par
x

parties).

|Exercice n°48| (CAPES 1991)

“+oo “+oo
1) Soient f,g: RT — R continues et telles que 12 et / ¢* convergent.
0 0

“+oo
Montrer que 'intégrale / fg converge absolument.
0

+00
2) Soit f : RT — R continue et admettant une limite ¢ (finie ou non) en +oo. Montrer que si f converge
0

alors ¢ = 0.

|Exercice n°49|

e a—le

1) Montrer que l'intégrale I'(«) = T ~Tdx converge pour « €]0, o0|.

2) Etablir une relation de récurrence entre I'(a) et I'(a + 1). En déduire I'(n) pour n € N*.

|Exercice n°50]

Comparer la convergence des intégrales [ Si\r/lg dz et [{7In(1+ %)dw



‘Suites et séries de fonctions - Séries entieres

|Exercice n°51|

2
an+T
n2

Montrer que la série de fonctions Z (—
n>1
converge uniformément sur tout compact de R.

ne converge absolument en aucun x réel mais que cette série

|Exercice n°52|

o
1
Soit (:R—-R, z+— Z —. On définit ainsi la fonction Zeta de Riemann.
—n

1) Quel est le domaine de définition de la fonction ¢ ?

2) Montrer que ¢ est strictement décroissante et convexe. En déduire que lim ((x) = 4o0.

z—1t
S| 1
3) Montrer que pour tout x > 2 et tout N > 1ona: 1< ((z Z —m Z —-
n
n=1 n>N+1

En déduire que lim ((z) =

T——+00

— P
4) Montrer que ¢ est de classe C™ et que Vp € N*, Vo > 1, ¢(?)(z) = Z (=fnn) .

n>2 n®
Retrouver ainsi le résultat de la question 2).
n+1 n
5) Pour n > 2 et © > 0, montrer les inégalités / trdt<n < / t~7 dt.
n n—1
o N _ 1)1—90
6) En déduire que pour x > 1et N >2on a: < 7.
nx z—1
n>N
_ 1
7) Montrer que ((z) —1 4277 et que ((z) 2 T
x —_—

|Exercice n°53| (CAPES 1997)
Pour tout entier £ > 1, on pose fi:ax >0+

kx-‘,—l :

1) Montrer que pour tout entier r > 1, la série de fonctions { f,gr)} converge normalement sur tout intervalle
[, +00[ (a > 0).

2) En déduire que la fonction S :z > 0 +— Z
k>1

est de classe C'.

k-i-l

3) Montrer que S est décroissante et convexe.

|Exercice n°54|
Soit f :[0,1] — R bornée.

1) Montrer que la série Zt” f(t) est uniformément convergente sur tout intervalle [0,a] o 0 < a < 1. Donner
une condition nécessaire et suffisante pour que cette série converge simplement sur [0, 1].

2) Montrer que la convergence de cette série de fonctions est uniforme sur [0, 1] si et seulement si f est dérivable

enlet f(1)=f'(1) =0.



‘Séries entieres - Séries de Fourier

|Exercice n°55| (CAPES 2002)

Soit f: R — C développable en série entiére au voisinage de 0 : Va €] — R, R, f(x) = Z anz".
n>0

Montrer que si f est dérivable sur R et vérifie Vo € R, f(x) = zf/(5) alors f est polynomiale sur R.

|Exercice n°56| (d’aprés CAPES 1996)
Montrer que 1'équation différentielle —t%y”(t) — 2ty/(t) + y(t) = Arctan ¢ admet une solution développable en

série entiere au voisinage de 0. Donner une valeur approchée en 3 4 107 pres de la solution trouvée.

|Exercice n°57| (CAPES 1997)
Pour z # 0 fixé, on consideére la fonction f 2m-périodique définie sur | — 7, 7] par f(¢) = ch xt.

1) Montrer que f est paire, continue et de classe Cct par morceaux sur R.

2) Calculer les coefficients de Fourier trigonométriques de f.

1
3) Montrer que f est somme de sa série de Fourier et en déduire que wcoth(rz) — — = Z

n>1

2x
22 4+ n?’

|Exercice n°58|

1
1 —2X\cosz + A2

1) Montrer que la série de Fourier de f converge normalement vers f sur R. Ecrire I'égalité qui en résulte, sans

Soit A un réel non nul de | — 1, 1[. Pour tout réel x, on pose f(x)

chercher & calculer les a,,(f) (qu’on notera simplement a,,).

2) (a) Montrer que pour tout n de N*, on a : Aany1 — (1 + A?)a, + Aay,_1 = 0.
(b) En déduire l'existence de deux réels « et (3 tels que : Vn € N,a,, = a\" + )\ﬁn
(c) Montrer que 5 = 0. Calculer ap et en déduire I'expression de a,.
1— )\2 +o0
=142 AT .
"1 —2Xcosz + A2 + Z cosmi

n=1

3) Déduire de ce qui précede que : Vo € R, VA €] — 1,1]

4) Retrouver ce résultat en utilisant un développement en série entiere.

10



