Université de Rennes 1 Préparation au CAPES de mathématiques

Feuille d’exercices d’algebre

’Relations binaires, lois de composition, applications‘

|[Exercice n°1|
Soient £ un ensemble et A C E. On définit la relation sur P(F) : X ~Y & X UA=Y UA.

1) Montrer que c’est une relation d’équivalence.

2) Soit p : P(E) = P(E\ A), X — X \ A.
Montrer que ¢ est compatible avec ~, et que 'application quotient associée est une bijection.

|Exercice n°2|

On définit dans le corps C, la relation R par : (z +iy)R(z' +iy’) si (x < 2’) ou (x = 2’ et y < y’). Montrer que
c’est une relation d’ordre total, non compatible avec la multiplication. Déterminer ’ensemble des majorants de
U={z¢€C, |z| =1}. L’ensemble U admet-il une borne supérieure ?

|Exercice n°3]

On définit sur N la relation R suivante : a R b si, pour tout nombre premier p, p est diviseur de a si et seulement
si p est diviseur de b.

1) Montrer que R est une relation d’équivalence et que toute classe d’équivalence a un plus petit élément pour
I’ordre usuel.

2) Soit C' une classe d’équivalence. Si x et y sont des éléments de C'; montrer que zy € C.

3) Montrer qu’il y a une infinité de classes d’équivalence. Y-en a-t-il ayant un plus grand élément ?

|[Exercice n°4| (Deuziéme épreuve 2007)
Une relation d’ordre < sur R" est dite compatible avec la structure d’espace vectoriel de R" si elle vérifie les
deux conditions suivantes : Vz,y,z e R", s <y=>z4+2=<y+zetVr,y c R", VAR, z <y = Iz < \y.

1) Soit < une relation d’ordre total sur R™ compatible avec la structure d’espace vectoriel.
a) Montrer que Vo,y € R", VA e R, z <y = \y < \z.

b) Soit ¢ € GL(R™) (le groupe linéaire de R"™ ). On définit une relation <’ par : pour z,y € R", onaz X'y
si p(z) = p(y). Montrer que =<’ est une relation d’ordre total sur R" compatible avec la structure d’espace
vectoriel.

2) On définit une relation < sur R" par : pour z = (z1,....,2n), ¥y = (Y1, .-,yn) ER" ;onaz <y siz =y ou
x #yetx, <ypavec k =min{i € {1,...,n},x; # vy}
a) En munissant le plan P d’un repere (O, u, V), représenter graphiquement la partie
{M(z,y) € P;(0,0) < (z,y)} en la hachurant d’une couleur particuliere.

b) Montrer que la relation < est une relation d’ordre total sur R"™ compatible avec la structure d’espace
vectoriel.

|[Exercice n°5|
On définit 'opération dans Z? : (a,b) * (a’,V) = (ad’,ab/ +b).

1) Etudier les propriétés de cette loi de composition.

2) Pour z € Z, on pose f,5(2) = az+b. Montrer que ¢ : /i ZZ, (a,b) — fqap est un morphisme pour * et o.

|Exercice n°6|

Soit f I’application de R? dans lui-méme définie par fl(z,y)) = (z + y, xy) pour tout (x,y) de R2.
1) Calculer f=1({(3,2)}). f est-elle injective ?

2) f est-elle surjective 7 Déterminer son image.



|Exercice n°7|

Soient f une application de E dans F', g une application de F dans G et h = g o f.
1) Montrer que si h est surjective et g injective, alors f est surjective.

2) Montrer que si h est injective et f surjective alors g est injective.

|Exercice n°8|

Soient E et I’ deux ensembles non vides et f une application de F dans F'. On note F ’ensemble des applications
de F dans E.

1) Soient A; et As deux parties de E. Montrer que l'on a toujours f(A; U As) = f(A;) U f(A2) mais que
f(A1 N Ag) C f(A1) N f(Ag) avec égalité si f est injective.

2) Soient By et B deux parties de F.
Montrer que f~(By U By) = f~1(B1) U f~1(Ba) et que f~1(B1 N By) = f~H(B1) N f~(Ba).

3) Soient A une partie de E et B une partie de F. Montrer que :
A C f7H(f(A)) avec égalité si f est injective et f(f71(B)) C B avec égalité si f est surjective

4) Montrer que f est injective si et seulement si: Vg € F,Vh e F, (fog=foh=g=h)

|Exercice n°9|

Soit f : A — B une application. Montrer que f est injective si et seulement si, pour tous sous-ensembles X et
Yde A,ona f(X)Nf(Y)C f(XNY).

|Exercice n°10]

Soient A et B deux ensembles non vides et f une application de A dans B. Montrer que :
1) si f est injective alors on peut construire une application surjective g de B dans A telle que go f = Idg4.

2) si f est surjective alors on peut construire une application injective h de B dans A telle que foh = Idp.

Arithmétique dans Z

|Exercice n°11]
On considere la suite (uy), 1y définie par up, =1+ 10+ 1004 ... +10"

1) Trouver deux entiers naturels distincts n et p tels que u, — u, soit divisible par 24.

2) Plus généralement, montrer que, pour tout nombre a € N, il existe un multiple non nul de a qui s’écrit en
écriture décimale uniquement avec les chiffres 1 et 0.

|Exercice n°12]

Enoncer des criteres de divisibilité par 6, par 2 et par 5 a partir de I’écriture en base six d’un nombre.

’Exercice n°13\ (CAPES 2006, épreuve sur dossier)

1) Soit m un entier relatif. On note (E,,) I'équation 11z + 13y = m, d’inconnue (x,y). Trouver toutes les
solutions (x,y) de (E,,) dans Z x Z.

2) On suppose désormais que m est un entier naturel. Montrer qu’il y a autant de solutions (z,y) de ’équation
5m 6
(E,) dans N x N qu’il y a d’entiers dans le segment [1—?, 1—7;]
3) Montrer que si m < 143 (resp. m > 143), alors 1’équation (F,,) possede au plus (resp. au moins) une
solution (x,y) dans N x N.

|Exercice n°14]

Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que tout diviseur d de mn s’écrit de maniere
unique d = didy avec di|m, da|n et d;i et do premiers entre eux.



|[Exercice n°15|

Pour tout n de N*, on note p, le groupe des racines niémes de I'unité dans C. Soient m,n € N*. On note
d =pged(n,m) et p = ppcm(m,n).

1) Montrer que G = pu, Ny, est cyclique et en donner un générateur.

2) Méme question avec le sous-groupe H de (C*, x) engendré par ji,, U fy,.

|Exercice n°16]

On cherche & résoudre dans Z I’équation a2 + 5y? = 2.

1) Montrer qu’il suffit de chercher les solutions telles que pged(z, z) = 1.
2) Soit (x,y, z) une telle solution. On note d = pgcd(z — x, z + ). Montrer que d divise 2.
a) On suppose que d = 1. Montrer qu’il existe deux entiers impairs v et v tels que y = uv et 2z = 5u? + v2.

b) On suppose que d = 2. Montrer qu’il existe deux entiers v et v I'un pair, 'autre impair tels que y = 2uv
et z = 5u? + v2.

3) Résoudre I'équation de départ.

|[Exercice n°17]

Quel est le nombre de diviseurs de 192 080 000 ? T
Quel est le chiffre des unités dans ’écriture en base 10 du nombre 77 ?

|Exercice n°18]

Pour n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs positifs de n.
1) Montrer que si n = ab avec a A b =1, alors d,, = dydp.

2) Montrer que n est un carré parfait si et seulement si d,, est impair.

3) Montrer que : Hd =+/n".
dln

|Exercice n°19|

Soit n € N*. Montrer que le cardinal de {(a,b) € (N*)2, a Vb =n} est égal au nombre de diviseurs de n?.

|Exercice n°20]

1) Soit n € N. Montrer que I'on peut trouver n entiers consécutifs dont aucun n’est premier.

2) Montrer que si un produit d’entiers naturels est de la forme 4n — 1 alors au moins I'un des facteurs est de la
méme forme. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n — 1.

3) Soient n € N et p > 3 un diviseur premier de n? + 1. Montrer que p = 1 [4]. En déduire qu’il y a une infinité
de nombres premiers de la forme 4k + 1.

|Exercice n°21| (Deuxiéme épreuve 1992)
Pour n € N, on note E, = {z € Z[i], |2|* = 5"} ot Z[i] = {x + iy, x,y € Z}.
Soit z = x + iy un élément de E, avec n > 1. Montrer que (z,y) vérifie 'un des systémes

2z —y =0 (mod 5 2z +y =0 (mod 5
<1){ a:+2ZEOEmod 5; o (2){ —$+2ZEOEmod 5;

z z
- ou ;
241 2—1

En déduire que I'un des nombres appartient a F,_1.

|Exercice n°22| (Petit théoreme de Fermat)

1) Soit p un nombre premier. Montrer que, pour tout entier k de [1,p — 1], p divise ( i >

2) En déduire que pour a,b € Z on a (a + b)? = a? + b mod p, puis que a? = a mod p.



|[Exercice n°23]

Soit p > 3 un nombre premier.

1) Montrer qu'une équation du second degré : x? 4+ ax + b = 0 admet une solution dans Z/pZ si et seulement
si son discriminant : a? — 4b est un carré dans Z/pZ.

2) On suppose que p = 1[3] : p = 3¢ + 1. Montrer que 3a € (Z/pZ)*, a? # 1. En déduire que —3 est un carré.

3) Réciproquement, on suppose que —3 est un carré dans Z/pZ. Montrer que p = 1 [3].

|[Exercice n°24]

Soient n € N* et k € Z. On note k le classe de k modulo n. Montrer 1’équivalence des propriétés suivantes :
(i) pged(n, k) =1

(ii) k est un générateur du groupe additif Z/nZ B

(iii) k est inversible dans 'anneau Z/nZ (c’est a dire que k est élément du groupe multiplicatif (Z/nZ)* des
éléments inversibles de 'anneau Z/nZ).

|[Exercice n°25|

Soit n = pq ou p et g sont deux nombres premiers distincts.
Soient a,b deux entiers naturels tels que ab =1 [p(n)]. Montrer que les applications f et g de Z/nZ dans
lui-méme définies respectivement par z — z® et = — z® sont réciproques I'une de I’autre.

|Exercice n°26| (Propriété universelle de Z,/nZ.)
Soient n dans N et I' un groupe.

Montrer que 'application ¢ : Homgroupes(Z/nZ,I') — {y € '|y" = e} est une bijection.
— f(1 mod n)
Est-ce un isomorphisme de groupes ? Déterminer ’application réciproque de .

1)

2) Déterminer tous les endomorphismes du groupe Z/nZ. Montrer que 'ensemble des automorphismes de
Z,/nZ, muni de la composition, est un groupe isomorphe au groupe multiplicatif (Z/nZ)*.

|Exercice n°27]

1) Montrer que 2 est un générateur de (Z/137Z)*. Dresser une table donnant pour tout = de (Z/137Z)* 'unique
entier n tel que z = 2" et 0 < n < 12 (n est appelé logarithme discret de x).

2) Résoudre I’équation 622 = [13] en cherchant z sous la forme 2™ & ’aide de la table précédente.

|Exercice n°28| (D’apreés la deuzieme épreuve 2003)
Pour tout entier n > 1, on note ¢(n) le nombre d’entiers k premiers avec n et tels que 1 < k < n. La fonction
¢ : N* — N ainsi définie est appelée fonction d’Euler.

1) Soit n > 1 un entier. Montrer que p(n) est égal au nombre de générateurs du groupe cyclique Z/nZ.
2) Soient m et n deux entiers naturels non nuls et premiers entre eux. Montrer que p(mn) = p(m)p(n).
3) Soient p > 1 un nombre premier et o > 0 un entier. Montrer que ¢(p®) = p*~1(p —1).

4) Soient n > 2 un entier et n = p* - -- pg’“ sa décomposition en facteurs premiers. Montrer que :

)= T - D =n1= 1y - 1y
2 —i:1pl‘ Pi = P P

5) Soient n > 0 un entier et D,, = {d € N*|d divise n}. Montrer que Z ¢(d) = n (on pourra considérer
deD”L
Papplication g définie sur F,, = {1,2---,n} par g(z) = pged(z,n)).

[Exercice n°29| (Théoréme Chinois)
Soient a et b deux entiers strictement positifs. On note d le PGCD de a et b, m leur PPCM, et I'on pose a = da’
et b = db’. On consideére ’homomorphime de groupes : ¢ : Z — Z/aZ x Z/bZ, © — (x mod a,z mod b)

1) Déterminer le noyau de ¢. En déduire le cardinal de 'image de ¢ et une condition nécessaire et suffisante
sur a et b pour que ¢ soit surjectif.



2) On considere 'homomorphisme naturel de groupes :
VLol x L)bl — Z.]dZ, (y,z) — (y mod d) — (z mod d)

Montrer que 1 est surjectif. En déduire le cardinal du noyau de ¢. Calculer 1) o ¢ et en déduire (en utilisant
les questions précédentes) que Im ¢ = Ker 1.

3) Etant donnés deux entiers « et 3, donner une condition nécessaire et suffisante sur d, « et 8 pour que le
systeme (%) x =« (mod a) x = (3 (mod b)
admette au moins une solution z € Z. Si xg est une solution de (x), décrire 'ensemble de toutes les solutions.

’ Polynomes et arithmétique ‘

|Exercice n°30] (D’aprés la deuziéme épreuve 2002)
On note P(Z, Z) 'ensemble des polynoémes P de R[X] vérifiant P(Z) C Z.

XX-1)---(X-— 1
1) Soient n € N et I, le polynéme défini par 'g(X) =1 et, pour n > 0, I',(X) = ( ) |( nt )
n!

a) Soit n € N. Montrer que I';, € P(Z,Z) (on pourra discuter suivant les cas 0 < k <n, k > n et k <0).

b) Montrer que pour tout entier naturel m, la famille (I',),<, <, forme une base de I'espace vectoriel des
polynomes de R[X] de degré au plus m.

2) Soit P € R[X] de degré au plus m. Montrer que P € P(Z,Z) si et seulement s’il existe m + 1 entiers
consécutifs en lesquels les valeurs de P sont des entiers.

|[Exercice n°31]

Soit p un nombre premier et P = a, X" + a,—1 X" ' +...+a1X +ap un polynome de degré n > 1 & coefficients
entiers tel que a, n'est pas divisible par p, montrer que parmi les nombres {0,1,2,...,p — 1}, il n’existe pas
plus de n nombres x pour lesquels P(x) soit divisible par p.

Montrer par un contre exemple, que ce résultat n’est plus vrai si p n’est pas premier.

|[Exercice n°32]
1) Quel est le reste dans la division euclidienne de X1 +4X16 4+ 3X% + X + 1 par X? + X + 1 dans R[X] ?

2) Montrer que si trois polynomes P, Q, R de R[X] vérifient la relation P? — XQ? = X R?, ils sont nuls. Est-ce
encore vrai dans C[X] ?

3) Montrer que pour tout polyndéme P de C[X], le polynéme P[P(X)] — X est divisible par P(X) — X.

|Exercice n°33]

Soit P un polynome de R[X] tel que Vz € R, P(x) > 0. Montrer qu’il existe des polynémes A et B de R[X]
tels que P = A% + B2.

[Exercice n°34| (Deuziéme épreuve 2003)

1) Soient n un nombre premier et P € Z/nZ [X] de degré k > 1. Montrer que P a au plus k racines.
2) Déterminer les racines du polynéme X? — X de Z/6Z[X].
3) Trouver dans Z/6Z [X] deux factorisations distinctes de X2 — X sous la forme (X — a)(X — b).

’Espaces vectoriels, applications linéaires, matrices, réduction‘

|Exercice n°35| (Deuziéme épreuve 1998)
Soient ABC' un triangle et M un point du plan affine. Montrer que si A, u et v ne sont pas tous nuls et vérifient
AMA + uMB +vMC =0 alorson a A+ p+ v # 0.




|[Exercice n°36]

Soient F' et G deux sous-espaces d'un espace vectoriel [E.
1) Montrer que F U G est un sous-espace de [E si et seulement si FF C G ou G C F.
2) En déduire que si F'# F et G # E, alors FUG # E.

|Exercice n°37]
Montrer que deux matrices de M(n,R) semblables dans M(n, C) sont semblables dans M (n,R).

|[Exercice n°38| (Deuzieme épreuve 1989)
Soit A une matrice de M(d,R) (d > 2) nilpotente d’indice r (c’est a dire qu’il existe un entier k£ > 1 tel que
A¥ =0 et que r est le plus petit de ces entiers).

1) Montrer que zéro est la seule valeur propre complexe de la matrice A. Quel est le polyndme caractéristique
de A ? En déduire que r < d.

2) On désigne par e(A) le sous-espace vectoriel de M(d, R) engendré par les matrices {AF, k > 0}. Montrer
que B={Id, A,---, A""'} est une base de e(A).

3) Soit s € N.
a) Montrer que la matrice (Id — A)*T! appartient & e(A) ; donner ses coordonnées dans la base B.

b) Montrer que la matrice (Id — A)**! est inversible et que son inverse est égale & Z C; +kAk.
0<k<r—1

|[Exercice n°39|

Soit A un vecteur colonne de R". Montrer que la matrice carrée A.'A est diagonalisable.

|Exercice n°40]

On appelle projecteur d’un K-espace vectoriel F, tout endomorphisme p de E vérifiant p o p = p. Montrer que
si p est un projecteur de E alors F = Ker p @ Im p et Im p = Ker (idg — p).
En déduire qu’en dimension finie un projecteur est toujours diagonalisable. Ce résultat est-il surprenant ?

|[Exercice n°41]

Soit A € M(n,C) ayant toutes ses valeurs propres deux a deux distinctes.
Montrer que la famille (I, A, A% ..., A""1) est libre.

|[Exercice n°42]

On donne trois nombres complexes a, b, ¢ et les deux matrices suivantes :

01 0 00 a b c b ¢
0 01 0O c a b c b
J=1 000 10 et M=| b ¢c a b ¢
0 0 0 0 1 c b ¢ a b
1 0 00 O b ¢ b ¢ a

1) Calculer J2,.J3, J4, J®; puis trouver un polynéme P de degré inférieur ou égal a 4 tel que M = P(J).

2) Déterminer les vecteurs propres et les valeurs propres de J. J est-elle diagonalisable 7

3) Déduire des questions 1. et 2. que M est diagonalisable. Préciser ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
4) On suppose a présent que b = c. Déduire de 3. le polyndome minimal et le polynéme caractéristique de M.

5) On suppose b = ¢ # 0. Déterminer deux suites de complexes (o) et (5,) telles que M™ = a,, M + 3, I5.

|Exercice n°43]

Soient f et g deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel de dimension finie F, vérifiant fog—go f = idg.

1) Montrer que VQ € K[X], foQ(g) — Q(g) o f = Q'(g)-
2) Montrer que : 3P € K[X], P # 0 et P(g) = 0.



3) Que peut-on en déduire lorsque K est de caractéristique nulle ?

|Exercice n°44|

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel sur un corps K et P un polynéme annulateur de u.
1) Montrer que F = Ker P(u) et que toute valeur propre de u est racine de P.

2) Montrer que si P(0) # 0 alors u est bijectif.

|[Exercice n°45|

Soient u un endomorphisme d’un espace vectoriel sur un corps K et P, @1, Q2 dans K[X] tels que P = Q1 X Q2.
Montrer que P(u) = Q1(u) o Q2(u) = Q2(u) o Q1(u). Montrer que si de plus Q1 et Q2 sont premiers entre eux,
alors Ker P(u) = Ker Qi(u) ® Ker Qa(u).

|Exercice n°46|

Soit u un endomorphisme de R? tel que det u = 0 et tr (u) = 0. Montrer que u est nilpotent. La réciproque
est-elle vraie 7

|Exercice n°47|

Soit E un K-ev de dimension n.

1) Soient u € L(F), P son polynéme minimal et p le plus petit exposant de X dans I’écriture de P. On suppose
p # 0. Montrer que ¥ = Im u? @ Ker u?. Que se passe-t-il si p =07

2) Soit f € L(F). On suppose qu'il existe P € K[X] tel que P(f) = 0et P'(0) # 0. Montrer que Ker f@®Im f =
E.

).

2) Soit A = D+ N la décomposition de Dunford de A € M,(C). Quelle est celle de A*,k € N* ? Si on suppose
en outre A inversible, quelle est celle de A= ?

|Exercice n°48|

OO =
O =N
NG Epy—

1) Donner une décomposition de Dunford de la matrice A = (

Formes quadratiques - Espaces euclidiens

|[Exercice n°49] VRAI ou FAUX
Soient K = R ou C, F un K-e.v. de dimension n et ¢q,q¢ deux formes quadratiques sur E. Pour chacune des
propriétés suivantes, la démontrer ou expliciter un contre-exemple :

1) Si q et ¢’ sont non dégénérées, il en est méme de ¢+ ¢.

2) K =R, si q et ¢’ sont définies positives, il en est méme de ¢ + ¢'.

3) K =R, si ¢ est positive et ¢’ est définie positive, alors ¢ + ¢’ est non dégénérée.
4) Si x est isotrope, x € N(q).

5) K =R, si I(q) = {0} alors ou bien ¢ est positive, ou bien ¢ est négative.

|[Exercice n°50]

Soit ¢ : R* — R définie dans la base canonique par q(v) = 23 — 23 + 22129 + 27973, Soit F le sous-espace
vectoriel de R? engendré par v = (1,1,1).
1) Déterminer rang(q), N(q), I(q), F* et F++.

2) Vérifier que N(q) C F* et que F*+ = F + N.



|[Exercice n°51]
Soit b : My (R) x M,,(R) — R, (A, B) — b(A, B) =tr(AB).

1) Montrer que b est une forme bilinéaire symétrique.

2) On suppose que n = 2. Trouver la matrice de b dans la base canonique de M2 (RR). Déterminer le rang et le
noyau de b. Cette forme est-elle non dégénérée ?

|Exercice n°52]

Montrer qu’'une forme quadratique ¢ sur un espace vectoriel réel est positive ou négative si et seulement si son
noyau est égal a son cone isotrope.

|Exercice n°53|

On considere les formes quadratiques sur R3 ou R* définies par :
1) q(z) = 2% + 423 + 92} + 22122 + 62273
2) q(z) = 2% + 323 + 823 — dx179 + 67173 — 107273

3) q(z) = bxixe + 62123 + 22973
Déterminer une base orthogonale (orthonormale lorsque cela est possible) pour ¢. Préciser la matrice de ¢ dans
cette base et la signature de gq.

|[Exercice n°54]

Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. Montrer que B = *AA est la matrice d’une forme quadratique ¢ sur
R"™. Prouver que g est positive. A quelle condition ¢ est-elle un produit scalaire ?

|Exercice n°55]

On munit 'espace R™ (n > 2) de son produit scalaire et de sa norme usuels. On identifie une matrice (n,n) réelle
A avec 'endomorphisme quelle représente dans la base canonique de R™ et on note |A| = sup{|Az|, |z| < 1}.
Soit A une matrice (n,n) réelle symétrique.

1) Montrer que | A| est égal au maximum des valeurs absolues des valeurs propres de A.

< Az, x >

2) Montrer que la plus grande valeur propre de A, notée A, est égale a la borne supérieure des nombres BE
x

onzx€R" etz #0.

3) Soit z € R™. Montrer que Ar = Az si et seulement si < Az, r >= A|z|%.

|[Exercice n°56]

Pour quelles valeurs A € R les formes bilinéaires sur R? ci-dessous définissent-elles un produit scalaire ?
1) a(z,y) = z1y1 + 622y2 + 3x3y3 + 221y2 + 2x2y1 + 3Ax1Y3 + 3AT31

2) b(x,y) = z1y1 + 1022y2 + Az3y3 + 621y2 — 2y3 — T3y

3) c(z,y) = 2x1y1 + T1Y2 + TT2y1 + 8T2y2 — 3T3Y3 + AT2ys + AT3ys.

|Exercice n°57]

Soient E un espace euclidien de dimension n sur R, F' un s.e.v. de dimension p et x € E. Montrer 'existence
et I'unicité de y € F tel que || x — y || soit minimum. Dans une base convenablement choisie, exprimer y en
fonction de x. Traduire le résultat en termes de distance.

Applications :

1) Trouver a et b tel que fol (22 — ax — b)?dz soit minimum. Calculer ce minimum.

2) Trouver a et b tel que fol (bnx — ax — b)?dx soit minimum. Calculer ce minimum.

|Exercice n°58] Méthodes des moindres carrés.

Deux valeurs physiques sont liées par une relation y = ax 4+ b. On veut trouver a et b. On fait n expériences de
résultats (z;,v;)1<i<n. Montrer qu’on peut trouver a, b tels que > ; (y; — ax; — b)? soit minimum. Déterminer
a et b.




[Exercice n°59| (Deuziéme épreuve 1998)
Soit £ un plan vectoriel euclidien.

1) Montrer qu'un endomorphisme ¥ de E est symétrique si et seulement s’il existe une base {u, 0} de E telle
que 4.V () = ¥(u).7.

2) Montrer que l'inverse d’un automorphisme symétrique de F est symétrique.

|Exercice n°60]

Soient F un espace euclidien et p € L(E, E) tel que p o p = p. Montrer que p est un projecteur orthogonal si
et seulement si p est symétrique.

|Exercice n°61]

Soit f un endomorphisme orthogonal d’un espace euclidien.
1) Montrer que Ker(f — Id) = Im(f — Id)*
2) En déduire que si (f — Id)? =0, alors f = Id.

|Exercice n°62]

On munit R? du produit scalaire standard.
1) Caractériser géométriquement les endomorphismes de matrices :

1 1 2 -1 8§ -1 —4

A=1( 2 1 2| B=i{ 1 s -4 =1
6\ 1 —2 1 9\ 4 4 —7 3\ 2 2 1

On pourra d’abord calculer A%, B2, C?.

2) Trouver les matrices, dans la base canonique, de :

e la projection orthogonale sur le plan d’équation x — 3y 4+ z = 0.

e la symétrie orthogonale par rapport au plan d’équation 2x + 2y — z = 0.

Exercice n°63] (CAPES 2001) Lo
Soit M la matrice réelle d’ordre quatre M = 5110 01
1 111

1) Calculer M2 et M3, et vérifier que M3 est combinaison linéaire de M et de M?2.
2) Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal a 1 la matrice M™ peut s’écrire sous la forme :
M"™ = a, M + b, M?

et calculer a,41 et byy1 en fonction de a,, et by,.

3) Généralisation : soit P une matrice symétrique réelle de rang 2. Prouver que P annule un polynome de
degré au plus trois, sans terme constant.

|[Exercice n°64| Réduction simultanée de deux formes quadratiques.

1) Soient V = (z,y) € R? et deux formes quadratiques : q1(V) = 2% + 22y + 2y2 et q2(V) = 22,
a) Pour chacune des formes quadratiques, trouver une base ou elle soit réduite.

b) Trouver une base de RQ, qui soit orthonormale pour I'une des deux formes quadratiques et orthogonale
pour lautre.

2) Sur lespace euclidien R? on considere q2(z) = 129 + x123. trouver une base orthonormale dans laquelle la
matrice de g9 soit diagonale.



|[Exercice n°65|

E est un R-espace vectoriel, de dimension 3, rapporté & une base B dans laquelle on donne les deux formes
quadratiques ¢ et ¢’ :

q(x) =222 + 23 + 22% + 27129 + 27973 + 27371
¢ (r) =223 + 223 + 22122 + 23003 + 67371

Montrer qu’il existe une base de E & la fois orthogonale pour ¢ et pour ¢’. Déterminer une telle base.

|[Exercice n°66|

Dans un R espace vectoriel E de dimension finie, on donne deux formes quadratiques ¢ et r vérifiant :
Va € E\{0}, ¢(x) 4+ r(x) > 0. Prouver qu’il existe une base de E orthogonale a la fois pour q et r.

|Exercice n°67]
Montrer qu’il n’existe pas de base simultanément orthogonale pour les deux formes quadratiques définies sur
R? (muni de la base canonique) par ¢(z,y) = 22 — 42 et ¢ (z,y) = 2zy.

|[Exercice n°68] Etude des quadriques {M € R" tel que q(m) =bloubeRR.

Pour les équations suivantes, donner la nature et les caractéristiques des courbes ou surfaces considérées.
1) 222 + 3zy — 2% =10 2) 1322 + 10y? + 522 — 12yz — 62z — 4oy = 14

3) 42 + 62y + 4y* + V2(x +y) =0

|Exercice n°69| (d’aprés CAPES 1995)
Si A est une matrice symétrique réelle d’ordre 2, on note

Ya={zeR? Qa(z) = XAX =1}
5 ) 77
V3 o4 )7 2ve 4 )

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A ainsi qu’une matrice orthogonale P telle que
tPAP soit diagonale. Quelle est la nature de la conique X4 ?

Soient A = (

2) Vérifier que la forme quadratique @) p est positive. Quelle est la nature de la conique Xp ?

’Exercice n°70‘ (Représentation canonique des transformations orthogonales.)
Soient f un endomorphisme orthogonal d’un espace euclidien F et g = f + f*.

1) Montrer que g est auto-adjoint. On note Ai,..., A, ses valeurs propres distinctes et V), les sous-espaces
propres associés.

2) Montrer que les V), sont stables par f. On notera dorénavant fy, la restriction de f a Vj,.
3) Montrer que le polynéme Q(X) = X? — \;X + 1 est annulateur de fy,.

4) On suppose Vo # {0}. Montrer que fo = Id.

5) On suppose V_g # {0}. Montrer que f_o = —Id.

6) Soit \; # 2 tel que V), # {0}. Montrer que si v € V),\{0}, alors v n’est pas vecteur propre de f. En
déduire que W= s.e.v. engendré par {v, f(v)} est de dimension 2.

7) Montrer que W et W+ sont stables par f et que la restriction f = fiw de f a W est une rotation.

8) En déduire qu’il existe une base orthonormée de F, dans laquelle la matrice de f est :
1

cosfy —sinb;
sinf; cosb;

cos @, —sind,
sinf, cos6,
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