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Notations :
Si E et F sont des ensembles, on note EF' I’'ensemble des applications de F' dans E. Ainsi EN désigne
I’ensemble des suites a valeurs dans F.
On note K un corps commutatif.

1 Rappel sur les polynémes a une variable

On note K[X] 'ensemble des polynémes & une indéterminée a coefficients dans K. Si P € K[X], on
peut le considérer comme un élément de KN dont tous les termes sont nuls sauf un nombre fini, on peut
noter P = (a;)jeny ou P = Z?:o a; X", si n est un entier tel que a; soit nul pour tout i > n.

Propriétés 1.1 On a les propriétés :

— K[X] est un anneau commutative, unitaire, intégre pour + et X

- K[X] est un K-e.v. de dimension infinie pour + et .(multiplication par un scalaire).
Ces deux propriétés font de K[X] une K-algébre commutative, unitaire, intégre.

- K[X] est un anneau euclidien, donc

1. il est principal

2. il est factoriel

3. il existe une division euclidienne, des PGCD et PPCM
4. Uidentité du théoréme de Bezout est valide

5. Ualgorithme d’Euclide fonctionne

Etant donnés un polynéme P € K[X] et un élément b d’une K-algebre A, on peut calculer P(b)
avec les opérations de A. On a deux fagons d’interpréter ce calcul.

1.1 Fonction polynomiale

Définition 1.2 Pour toute K-algébre A unitaire et tout P € K[X], on a une application, P, de A dans
A, pour tout b € A, P(b) = P(b)

P: A— A
b— P(b)

C’est la fonction polynomiale associée & P ( Elle n’est ni linéaire, ni un homorphisme d’anneaux).
Ceci définit une application de K[X] dans A4, K-algébre des applications de A dans A :

K[X]—>AA
P—P

Cette application est un homomorphisme de K-algebres, son image est la K-algebre des fonctions poly-
nomiales sur A & coefficients dans K. Il ne faut pas confondre polynéme et fonction polynomiale.

Proposition 1.3 L’application de K[X] dans K¥, P — P, est injective si et seulement si K est infini.

A fortiori, il n’y a pas injectivité pour une K-algebre A quelconque.
Contre-exemple : A=K =7Z/27



1.2 Morphisme d’évaluation

Théoréme 1.4 Pour tout anneau A unitaire, tout homomorphisme d’anneau, h, de K dans A et tout
b e A, tel que b commutte avec les éléments de h(K), il existe un unique homomorphisme d’anneauz, hy,
de K[X] dans A tel que,

pour tout k € K = hy(k) = h(k), hy(X) =0

Si P=3Y"oa; X% alors hy(P) = Y. h(a;)b’, on note P(b) = hy(P)
C’est la propriété universelle de ’anneau des polynomes.
)
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Exemples :
1. A=K, si h = Ik, on obtient la fonction évaluation des polyndmes en b : hy(P) = P(b).
2. A = M,(K), si h(k) = k.I,, b = M une matrice, on obtient les polynomes de matrices en M,
hay(P) = P(M) =>""  a;M*, avec les opérations sur les matrices.
3. A= L(E,E), ou E est un K-ev., si h(k) = kilp, b= f € L(E, E),on obtient les polynomes
d’endomorphismes en f, hy(P) = P(f) = Y., a:f*, avec les opérations sur les endomorphismes,
somme et composition.

Définition 1.5 Etant donné b € A, on appelle polynoéme annulateur de b tout polynome P tel que
P(b) =0.

On a ’ensemble des polynémes annulateurs de b :
Ker(hy) ={P | P(b) =0}
c’est un idéal de K[X], il est principal. Donc il existe un polynéme unitaire @} tel que
Ker(hs) = (@)
Ce polynome est unique. Tout polynéme annulateur est multiple de Q.

Définition 1.6 Etant donnéb € A, on appelle polynéme minimal de b le polynéme unitaire Qy,, générateur
de lidéal Ker(hp).

2 Anneaux des matrices carrées
On considére K = R ou C. Soient p un entier positif, A = M, (K).

Définition 2.1 On définit un découpage par blocs d’une matrice M de A, en écrivant p comme une
somme d’entiers strictement positifs, p = p1 +p2 + ... +p, et en découpant M en matrices M;; carrées
ou rectangulaires, de taille p; X p; :

Mll M12 P ler\
M- My,
My ... ... M,

Les blocs M;; sont appelés blocs diagonauz.
On dit que la matrice est diagonale par blocs, s’il existe un découpage tel que, pour tout couple (i,7), si
i # 7, alors M;; =0

Proposition 2.2 §i

alors, det(M) = det(My1) X det(Mag).
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Définition 2.3 Soient M,N € A, on dit que M _est semblable a N s’il existe P € A, inversible, telle que
N =P MP.

C’est une relation d’équivalence sur M, (K).

Définition 2.4 Soit M € A, on dit que M est diagonalisable s’il existe D € A, diagonale telle M soit
semblable a D.

Définition 2.5 Soient M € A, on dit que M est triangularisable(trigonalisable) s’il existe T € A, tri-
angulaire, telle M soit semblable a T .

Proposition 2.6 Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une matrice triangulaire inférieure.
(Monier P.75)

Proposition 2.7 Toute matrice T triangulaire peut s’écrire
T=D+N
ot D est diagonale et N nilpotente.

En général, DN # ND.

3 Polynémes d’endomorphismes

Soient £ un K-e.v., avec K = C ou R et u un endomorphisme de E. Si B est une base de F, on
notera Mp(u) la matrice de u dans cette base.

Proposition 3.1 (sur les itérés)
Pour touti € N, on a :

O c...cImucImuic...cImucImu’ =E

{0} =Keru’ Cc KeruC...C Ker u' C Ker u'™' C E

Si Im u**! = Im u*, alors pour tout i > k on a Im u* = Im u*.
k

Si Ker uF+1 = Ker u*, alors pour tout i > k on a Ker u* = Ker u”.
Lorsque E est de dimension finie, ces deux suites sont stationnaires de méme longueur.

Si dimE = p, pour tout i € N, on a dimIm u’ + dimKer u’ = p.

Définition 3.2 Soit u un endomorphisme de E, s’il existe i € N tel que Im u® = 0, on dit que u est
nilpotent. On appelle ordre de nilpotence de u le plus petit entier i tel que u® = 0.

Proposition 3.3 Soient P,Q1, Q2 dans K[X] tels que P = Q1 X Q2, alors
1. P(u) = Q1(u)oQz2(u) = Q2(u)oQ1 (u)

2. st Q1 et Qo sont premiers entre eux, alors
KerP(u) = KerQ1(u) ® KerQa(u).
Démonstration en exercice.

Lemme 3.4 Soient E = E1 @ ...® Ey ou les sous-espaces E; sont stables par u. Si B = B U...U By
réunion des B; base de E;, alors

ot Mi = MBi(u

On a une matrice diagonale par blocs.
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Théoréme 3.5 ( des noyaux) Soit P = Hle Q; avec pour tout i # j, Q; et QQ; premiers entre eux, alors

KerP(u) = &% KerQ;(u)

Si P(u) est un polynome annulateur de u, il existe une base de E, dans laquelle la matrice de u est
diagonale par blocs.

Soit B = By U...U By, une base de E réunion des B; base de KerQ;(u).
On a E = KerP(u) et KerQ;(u) est stable par u, en effet, si z € Ker@;(u), on a

Qi(u)(u(z)) = w(Qi(u)(x)) = u(0) =0

donc on a les blocs diagonaux M;; qui sont les matrices de la restriction de u & KerQ;(u). Les autres
blocs sont nuls.

4 Reéduction des matrices et des endomorphismes

Soit E un K-e.v. de dimension p. Etant donnée une base de E, (€;)i=1,..p, On a une bijection entre
I'ensemble des endomorphismes de E et M,(K).
Soit u un endomorphisme de E et M la matrice de v dans une base (e;);=1,... p. Si on choisit une autre
base (fi)i=1,..p de E, on obtient une autre matrice N pour u. On a le shéma suivant :

IE U IE
¥y —- F — FEF — F

(fi) P () M (&) Pt (fi)

Ce qui donne la relation matricielle :
N=pP'MP

La matrice P est appelée la matrice de passage de la base (e;), (ancienne) & la base (f;), (nouvelle). Ses
colonnes sont les vecteurs de la nouvelle base exprimés dans ’ancienne.

Définition 4.1 On dit qu’un endomorphisme u est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
sa matrice soit diagonale.
Ce qui est équivalent a dire que sa matrice dans une base donnée est diagonalisable.

Définition 4.2 On dit qu’un endomorphisme u est triangularisable(trigonalisable) s’il existe une base de
FE dans laquelle sa matrice soit triangulaire.
Ce qui est équivalent a dire que sa matrice dans une base donnée est triangularisable.

Définition 4.3 On appelle valeur propre de u, respectivement valeur propre de M, tout A € K tel qu’il
existe un vecteur non nul v € E et u(v) = Av, respectivement Mv = Av.
On appelle vecteur propre de u, (resp. de M ), tout vecteur v € E tel que

1. v#0
2. il existe A € K, tel que u(v) = v, (resp. Mv = Av)

Définition 4.4 On appelle sous-espace propre associé a une valeur propre A le s.e.v. :

E, = {v|u(v) = A} = Ker(u — M)

Proposition 4.5 Si A1, Aa, ..., A\ sont des valeurs propres distinctes de u, alors les sous-espaces propres
associés, Ey, sont en somme directe.

Conséquences du théoréme des noyaux, (les polynémes X — \; sont premiers entre eux deux & deux)

Proposition 4.6 Réduction 1 : L’endomorphisme u est diagonalisable sur K si l'une des conditions
équivalentes est vérifiées :

1. il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.
2. la somme des sous-espaces propres est égale a E

3. la somme des dimensions des s.e.p. est égale a dim(E)



Définition 4.7 Si M € A, on définit le polynéme caractéristique Ppr de M :

P (X) = det(M — X1,))

C’est un polynome de degré p.
Etant données une base de F, (ei)izl,_“’p, et M la matrice de u dans cette base, le polynéme caractéristique de u
est défini par

P,(X) = Py(X)
La définition de P, est indépendante de la base choisie.

Proposition 4.8 Les valeurs propres de u (resp. de M), sont les racines dans K de son polyndme
caractéristique.

On a
Ker(u— Mg) # {0} <= u— Mg non inversible <= det(u — Ag) =0
Théoreme 4.9 Réduction 2 : On a l’équivalence :
1. le polynéme P, est scindé dans K[X]

2. ’endomorphisme u est triangularisable

Démonstration par récurrence sur p. (Monier P.76, Grifone p. 216)
Exemple : Dans C, toute matrice est triangularisable.

Définition 4.10 Si A € K est valeur propre d’une matrice ou d’un endomorphisme, la multiplicité de X
comme racine du polynéme caractéristique est appelée multiplicité de la valeur propre.

Proposition 4.11 Si a est la multiplicité de la valeur propre X\, alors
1 <dimFE) <«

— Par définition de A, on a F) # {0}, donc dimFEy > 1

— Si {f1,..., fr} est une base de E\, k < p, d’aprés le théoréme de la base incomplete, il existe
{fr+1, .-, fp} tel que (f;)i=1,...p soient une base de E. On écrit la matrice de v dans cette base.

A ... 0
0 X O B
0 ... A

N = 0 0 O
0 0 O C
0 0 O

Ona P,(X) =det(N—XI) = (A—X)*det(C — XI), donc (X —\)* divise P,(X) = (X —\)*Q(X),
ol Q(X) est premier avec X — A\, donc k < a.

Définition 4.12 Si A € K est valeur propre d’un endomorphisme u dont la multiplicité est o, on appelle
sous-espace caractéristique de u associé a X le s.e.v. Ker(u — Mg)®.

Théoréme 4.13 de Cayley-Hamilton
Py (M) = U

Donc le polynéme minimal de M est un diviseur de son polynoéme caractéristique.

Exercice : Si A € K est valeur propre d’une matrice M, ( resp. d’'un endomorphisme u), alors A est racine
de tout polynéme annulateur de M (resp. u).

En particulier, toute valeur propre d’un endomorphisme est racine de son polyéme minimale.

Théoréme 4.14 Soit u un endomorphisme de E tel que P, est scindé et soit Q),, son polynome minimal.
Si P, = (—1)? Hle(X — X)) dans K[X], avec pour tout i # j, \; # X;, alors

- Z§:1 Q; =P

- Qu(X) =TI (X = \)*, 1<wi<a

- E=KerP,(u) = @k Ker(u— \Ig)*

- E=KerQ,(u) = ®F_ Ker(u — \Ig)~



C’est une conséquence du théoreme des noyaux et du théoreme de Cayley-Hamilton.

Dans la suite, on note F; = Ker(u — \Ig)® = Ker(u — \Ig)*i, égalité déduite de la propriété des

itérés. On a en général a; # w;.

Théoreme 4.15 Réduction 3 : Réduction selon les sous-espaces caractéristiques.
Soit u un endomorphisme de E tel que P, est scindé, P, = (—1)P Hle(X — X\;)%. Il existe une base de
E, B=BiU...U By réunion des B; base de F; telle que

A1k * 0 0

0 0 0

0 A 0 0
MB(“'): 0 0 ! Ny %

0 0O ... 0 .

0 0O ... O Ak

Cette matrice est diagonale par blocs de taille a;; X oy, ces blocs étant des matrices triangulaires, égales
d MBi (u

Fi)

Grifone p. 231
L’unicité de la factorisation de P, implique que dimF; = «;.

Corollaire 4.16 Si F' est le sous-espace caractéristique de u associé a X, il est stable par u et il existe
une base de F dans laquelle la matrice de la restriction de w a F soit triangulaire. Si a et w sont les

puissances de (X — \) dans P, et Q,, respectivement, on a
— [ =wuj, — A}, est nilpotent d’ordre w.
- dimF =«
~ en notant, pour tout k € N, N, = Ker(u — Mg)*, on a

{0} =NgCN,C...CN,=...=F

Théoréeme 4.17 Réduction 4 : L’endomorphisme u est diagonalisable sur K si l’'une des conditions
équivalentes est vérifiée :

1. P, est scindé dans K[X|, P, = (—1)P Hle(X —\)Y et dimEy, = o

2. il existe un polynome annulateur de u scindé et a racines simples

3. le polynome minimal est Q,(X) = Hle(X - \)



5 Décomposition de Dunford

Soit E un K-e.v. de dimension p et u un endomorphisme de E. Etant donnée une base de E, (e;)i=1,...p
et M la matrice de u dans cette base.

Théoréme 5.1 Si le polynéome P, est scindé dans K|[X]|, alors l’endomorphisme u peut se décomposer
de maniéere unique tel que

1. u=d+n

2. d est diagonalisable

3. n est nilpotent,

4. dn =nd.

De plus, d et n sont des polynémes en u.

Démonstration : voir Monier, Franchini.

Démonstration :
Si P, = (—1)P Hle(X —X)%, ona E = @F F, ou F;, = Ker(u— \Ig)® est le sous-espace ca-

ractéristique associé a ;.
On considere f; = ujp, et n; = fi — N\il|p, sur F;.
Pour tout v € E, il existe (vy,...,vx) unique tel que

v=vi+...+vk, v; €F;

on pose
k k

d(v) = Z)‘ivi’ n(v) = Zni(vi)
i=1 i=1

Comme F; est stable par f; et n;, n(v) = Zle n;(v;) est Vécriture dans la décomposition en somme
directe, on a n?(v) = Ele ni(n;(v;)). Dans une base réunion de bases des Fj, la matrice de d est
diagonale,
P;= (-1 Hle(X — ;)% alors Py = P, et d est diagonalisable.
En notant @ = Max;=1.. k{a;}, on a n® = 0, ainsi n est nilpotente.
D’autre part, on vérifie que

—u=d+n

— dn=nd
Les endomorphismes construits ci-dessus, d et n, sont des polynomes en u. En effet, si P,(X) = (X —
A)¥ Q4 (X), alors les @; sont premiers dans leur ensemble. L’identité de Bezout donne existence de C;
tels que

k k
ZOiQi =1, ZC’i(U)Qz’(U) =Ig.
Pour tout v € E, (u— A;)*C;(w)Q;(u)(v) = C;(u)Py(u) = 0, donc
Ci(w)Qi(u)(v) € F, Ci(u)Qi(u)(v) = v;.

Ainsi d = Zle AiC;(u)Q;(u) est un polynéme en w, il en est de méme de n = u —d.

Pour montrer I'unicité, on utilise le couple construit ci-dessus et un autre couple (d’,n’) vérifiant les
quatre propriétés. Le fait que d et n commutent ainsi que d’ et n’ joue un rdle important.

On a la traduction matricielle de ce théoreme.

Théoreme 5.2 Si le polyndme Py est scindé dans K[X], alors la matrice M peut se décomposer de
maniére unique tel que

1. M=D+N

2. D est diagonalisable

3. N est nilpotent,

4. DN + ND.
De plus, D et N sont des polynomes en M.



Remarques :
1. Dans ces deux théoremes, 'unicité est valable si les 4 conditions sont respectées.

2. Dans la traduction matricielle, D est une matrice diagonalisable et non forcément diagonale.
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On a une décomposition de Dunford de M est M + 0.

On peut aussi écrire :
10 0 12
w=(o8)+ (0 0)

. 0 12 1 0
Mais ( 0 0 ) et ( 0 3 ) ne commutent pas.

Corollaire 5.3 Si le polynéme P, est scindé dans K[X], alors il existe une base de E dans laquelle
l’endomorphisme u admet une matrice diagonale par blocs avec des blocs triangulaires.

Exemple :

Avec les notations du théoreme 5.1, F; est stable par n;, son polynome caractéristique est scindé, donc
la matrice de n; est trigonalisable.

6 Mise sous forme de Jordan

On peut améliorer 1’étude de u avec la mise sous forme de Jordan.

Définition 6.1 On appelle bloc de Jordan d’ordre k, une matrice J(A) € My(K) de la forme

A1 ... 0 0
0 X 1 ... 0
0 O A1
0 0 0 A

o 1 ... 0 O

o o 1 ... 0

o 0 ... 0 1

0O 0 ... 0 0

On dit qu’une matrice M est sous forme de Jordan si elle est diagonale par blocs et que les blocs diagonaux
sont des blocs de Jordan.

Théoreme 6.2 (de Jordan)
— Toute matrice M telle que Pyy est scindé est semblable a une matrice sous forme de Jordan
— Pour tout endomorphisme u tel que P, est scindé, il existe une base de E dans laquelle u admet
une matrice sous forme de Jordan

Proposition 6.3 La forme de Jordan d’une matrice donne la décomposition de Dunford.

En effet, on a la décomposition de chaque bloc de Jordan en .J, = Dy + Ni et la matrice N est nilpotente
d’ordre k — 1, Dy est de la forme A\, donc Dy.N = Ni.Dy.

Ji 0 0 D 0 0 Ny O 0
0 Jo 0 0 Do 0 0 Ny 0

J = = e + e
0 J—1 0 0 D._; 0 0 N._1 0
0 0 g 0 0 D, 0 0 N,

Comme les blocs se correspondent et commuttent, on a DN = ND.



Résumé

Soient K =R ou K =C,A = M,(K),M € A, E un K-e.v. de dimension p et u un endomorphisme de E
admettant M comme matrice dans une base donnée.

Py (X) = det(M — X1,) € K[X]

1. Si K =R, M € M,(R), alors Py (X) = det(M — X1I,) € R[X].
2. Si K =R, s’il existe des valeurs propres non réelles, le polynéme P); n’est pas scindé :
la matrice M n’est ni trigonalisable, ni diagonalisable et n’admet pas de décomposition de Dunford.

3. Si K =Cousi K =R et toutes les valeurs propres sont réelles, le polynéme Py, est scindé :

on a la factorisation
k

Par(X) = JJ(x = a0
i=1

avec pour tout ¢ # j, A; # A;. Alors
M est toujours trigonalisable, avec les valeurs propres apparaissant sur la diagonale autant de
fois que leur multiplicité.
M est diagonalisable si I'une des conditions équivalentes est vérifiée :
— le polynéme minimal n’a que des racines simples,
— il existe un polynéome annulateur de M n’admettant que des racines simples,
- E=aF Ker(u—\NIg),
— pour tout ¢ =1, ..., k, le sous-espace propre associé a \; est égal au sous-espace caractéristique,
— il existe une base de E formée de vecteurs propres de M.

4. Si M € My(R), Py(X) = det(M — X1I,) € R[X], le polynéme minimal de M est le méme dans
R[X] et dans C[X].
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