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Calculatrice avec mémoire alphanumérique et/ou avec écran graphique qui dispose d’une fonctionnalité « mode
examen » autorisée conformément d la circulaire MENH2119786C du 17 juin 2021.
Elle doit répondre aux spécificités suivantes :

- la neutralisation temporaire de l'accés d la mémoire de la calculatrice ou l'effacement définitif de cette mémoire ;

- le blocage de toute transmission de données, que ce soit par Wifi, Bluetooth ou par tout autre dispositif de
communication da distance ;

- la présence d’un signal lumineux clignotant sur la tranche haute de la calculatrice, attestant du passage
au « mode examen » ;

- la non-réversibilité du « mode examen » durant toute la durée de l’épreuve.

L’usage de tout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout autre matériel électronique est rigoureu-
sement interdit.

Dans le cas ou un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale tres
lisiblement sur sa copie, propose la correction et poursuit I’épreuve en conséquence.

De méme, si cela vous conduit a formuler une ou plusieurs hypotheses, il vous est demandé de la (ou les)

mentionner explicitement.

Ce sujet est formé de trois problémes indépendants.
La clarté et la précision des raisonnements, la qualité de la rédaction interviendront pour
une part importante dans l’appréciation des copies.
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Probleme 1 : VRAI -FAUX

Pour chacun des items suivants, préciser si l'assertion finale est vraie ou fausse et justifier la réponse
donnée. Toute réponse non argumentée ne sera pas prise en compte.

Arithmétique.

1. Pour tout entier relatif k, les entiers (7k + 3) et (2k 4 1) sont premiers entre eux.

2. L’équation 192 = 3 [53] admet des solutions dans Z.

3. Soient un entier relatif 2 et un entier naturel non nul n. Si #? = 9 [n] alors x = 3 [n] ou x = —3 [n].

Analyse réelle.

4. Soit f une fonction strictement croissante sur 'intervalle [—4; 4] telle que f(—4) = —3 et f(4) = 2.
L’équation f(x) = 0 admet exactement une solution dans l'intervalle [—4; 4].

t Alt
5. On note pour tout réel ¢t > 1, A(t) = / z*nzdx. Ona lim Alt) = 4o0.
1

t—+oo 12

6. Toute suite (u,) qui vérifie Passertion suivante tend vers +oo.
InpeN VAeR VneN (n=2ny= u, > A)
7. Les solutions de 1’équation différentielle y” — 3y’ 4+ 2y = 2 sont les fonctions z — k exp(2x) + 1 on

k désigne un nombre réel quelconque.

Raisonnement /définitions.

8. Soient f et g deux applications de R dans R. On a alors :
(VzeR f(z)g(x) =0) <= [Vz eR f(z)=0)ouVz eR g(z)=0)]

9. Dans l'ensemble Z(N) des parties de N, I'inclusion est une relation d’ordre.

Algebre linéaire

1 -1
10. On considére la matrice A de M>(C), définie par A = ( L1 )
Le produit des valeurs propres de A est égal a 2

11. On considére une matrice carrée A de taille n (n € N*), a coefficients dans C et diagonalisable.
La matrice A2 est diagonalisable.

12. Le polynome P = X3 4+ 2X? + X est le polynéme caractéristique d’une matrice carrée inversible &
coefficients réels.
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Probléme 2 : le probleme de Bale

n
1
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1, on définit la suite (B,),>1 par B, = Z 7z
k=1
Le probléeme de Béle consiste en la détermination de la limite de la suite (B),),>1. Ce probléme a été
+o0 2
1 us
résolu en 1741, par Léonhard Euler, qui a démontré que Z 2z
k=1
. . - PN 1 1 1
1) Démontrer que, pour tout entier naturel k£ supérieur ou égal a 2, w2 < i

2) Utiliser I'inégalité précédente pour démontrer que la suite (B, ),>1 est convergente. On explicitera le
théoreme de convergence utilisé.
n
3) Pour tout entier naturel n non nul et tout réel ¢ € [0; 7], on pose D, (t) =1+ 2 Z cos(kt).
k=1
n .
a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul et tout réel ¢ € [0; 7], Z ettt = D, (t).

k=—n

. <2n +1 )
sin t
b) En déduire que, si t €]0; 7], D, (t) = — N
sin <2>

c) Calculer la valeur de D, (0).

- sit>0,
4) On consideére la fonction f définie sur [0; 5] par f:t+— ¢ sin(t)

1sit=0.

a) Démontrer que, f est continue sur [0; 7.

b) Démontrer que f est dérivable en 0.

c¢) Démontrer que, f est de classe C! sur [0; 5.

5)
a) Démontrer, a ’aide d’une double intégration par parties, que pour tout entier naturel £ non nul,

™ (2 1
/0 o —t | cos(kt)dt = =

/10 . ™[ ¢2 Dp(t) —1
b) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, B, = / on t] ———dt.
0 0

™ +2
¢) Déterminer la valeur de / (t — ) dt.
0 2

2 2

1 /7 t
d) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, % — B, = 5/ <t — ) D, (t)dt.
0

e) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,

2 L 2t
% - B, = /2 (2 — ) sin((2n + 1)t)dt.
0

sin(t) T
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2 3
6) Déterminer une fonction g de classe C' sur [0; 3] telle que % — B, = /2 g(t)sin((2n + 1)t)dt.
0

7) Démontrer, a I’aide d’une intégration par parties, que lirf /2 g(t)sin((2n + 1)t)dt = 0.
o0 Jo

n—

8) En déduire la limite de la suite (By)p>1-

Probleme 3 : dérangements

Ce probléme a pour objet de déterminer le nombre de dérangements d’un ensemble fini.

Notations, définitions et rappels
Soit n un entier naturel non nul et soit E,, le sous ensemble de N défini par F,, = {1,2,--- ,n}.

On appelle permutation de E, toute bijection de E,, dans lui-méme. Soit ¢ une permutation de E,, et ¢
un élément de E,,. Dire que i est un point fixe de o signifie que o (i) = 1.
On appelle dérangement de E, une permutation de F, n’ayant aucun point fixe.

On note S,, 'ensemble des permutations de E,.
On rappelle que le cardinal de S,, est n!.

On note D,, 'ensemble des dérangements de F,.
Le cardinal de D,, est noté d,,.

Généralités
Dans cette partie, F désigne un ensemble fini non vide.
A1, As et As sont des parties de E.

1. Justifier ’égalité
card(A; U Ag) = card(A;) + card(Ag) — card(A; N Az)
ou card désigne le cardinal des ensembles considérés.

2. En s’inspirant de la relation précédente et en illustrant la réponse par un schéma, donner sans dé-
monstration une expression de card(A4; U Ay U As) en fonction des cardinaux des intersections de
ces parties.

Dans la suite, on admettra la formule du crible ci-dessous qui constitue une généralisation des deux
précédentes.

Etant données n parties Aj, As, - -+ , A, d’un ensemble E fini non vide, on a

card (O Ai> = zn: (—1)Ft Z card(A4;, N---N AZk)) .

i=1 k=1 1<t << <n

3. Retrouver, a I’aide de la formule du crible, la réponse obtenue & la question 2.
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Calcul du nombre de dérangements

4. Donner les valeurs de d; et ds.

Pour tout entier i élément de E,, on note A; I’ensemble des permutations admettant au moins i pour
point fixe.
Ai={oc€esS,|o(i)=1i}

n
5. Démontrer que S, \D,, = U A;.
i=1
6. Etant donnés un entier k de E,, et k entiers deux & deux distincts 41,49, - - - , iz, justifier I'égalité
card(Ail N AiQ n---N Azk) = (n - k)'

7. Déduire des deux questions précédentes et de la formule du crible que

dp = nl — fj(—mk*l <Z> (n—k)!

k=1

8. Démontrer que
_1)k
k'

&

I

s
M=

Applications

9. On note p, la probabilité qu’une permutation choisie au hasard de facon équiprobable dans S,, soit
un dérangement.
La suite (p,) admet-elle une limite ? Si oui laquelle ?

10. On répartit au hasard n boules numérotées de 1 & n dans n urnes numérotées de 1 a n, en plagant
une boule par urne.
On note X, la variable aléatoire qui a une telle répartition associe le nombre de coincidences entre
le numéro de I'urne et celui de la boule qu’elle recoit.

10.1 Déterminer P([X,, = 0]) et en déduire une expression de P([X,, > 1]).

10.2 Démontrer que pour tout entier ¢ de E,, on a

n—q . 1\k
P([X, =q)) = ;, >, ( kl,)
P

10.3 Démontrer que I'espérance de X,, est indépendante de n.
On pourra écrire X, sous forme d’une somme de variables aléatoires.
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