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CAPES de Mathématiques
Corrigé rapide du Probleme n°® 3

’Partie 1 : Noyau de Dirichlet‘

1) Soient z € R et n € N. On utilise la relation trigonométrique 2cosasinb = sin(a + b) — sin(a — b) :

Dy (2)27 Sin(g) - sin(%)+ <sin(3”2”) - sin(;)> + (sin(5;”) — sin(33 )) AR (sin((Qn + 1)%) —sin((2n — 1)

c’est a dire Dy (z)27 sin(g) = sin ((2n + 1);)) Le résultat en découle.
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2) Soit x € R. Par linéarité de l'intégrale,
1 ™
Sn(f)(x) =— / f )1+ 2costcosx + 2sintsinx + - - - + 2 cos(nt) cos(nz) + 2sin(nt) sin(nzx)] dt
—/ f(t) 1+2cos(t—:r)+---+2cosn(t—x)]dt

Le changement de variable u = 2 — ¢ conduit alors & S,,(f)(z) = —/ ) f(x —u)Dy(u) du et le résultat en

T+
découle puisque u — f(x — u)Dy(u) est 2m-périodique (utiliser la relation de Chasles).

’Partie 2 : Théoreme de Dirichlet‘

1) Soit n € N. Posons A,, = a,, cosnzg + b, sinnxy. On a :
s

1 & 1 1 /7
A, = — cosnxg / f(t) cosnt dt + — sin nxg / f(t)sinntdt = — / f(t) cos(nxzg — nt) dt. En posant alors
7T —TT ™ ™ —T
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t=xz0+uonal,= —/ f(zo + u) cosnudu. Comme f est 27 périodique,

Fi p—
1 /= N 1 /0 1 /=

An:—/ f(mo—i-u)cosnudu:—/ f(xg—ku)cosnudu—k—/ f(zo + u) cosnudu. En posant v = —u
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dans la premiere intégrale, il vient alors :

1 /7 1 /7
A, == / f(zo —v)cosnvdv+ — / f(xo + u) cosnu du soit finalement :
T .Jo ™ Jo

1 ™
ap, cOS NI + by sinnzg = —/ [f(zo +u) + f(xo — u)] cosnudu
T™Jo

2) De méme, on a aussi

/ f(@) /ﬂ[f(wo +u)+ f(zo — u)]% du et on peut donc écrire

Sn(f)(xo) = ;/0 [f(zo+u)+ f(xo —u)] <;+Cosu+~-+cosnu) du

On déduit alors Sy, (f)(zg) = i/{)ﬂ[f(xo +u) + f(xo — u)]sin (éi?n"("gl))g)) du.
3) Cherchons a écrire ¢ sous la méme forme. On a ¢ = ;g[f(xo +0) + f(zo — 0)] et /7r Dp(u)du = % donc
0
Q in ((2 1
(= 71r/0 [f(xo+0)+ f(zo — 0)]Sm (; s?n—(i_g)) 2)) du et par suite,
f930+u flzo+0) 1 L 7 f(xzo—u) — f(zo—0) . 1
Sn(f)(zo) —E— 2sin(%) sm(n—i—i)udu—l—;/o 2sin(%) 81n(n+§)udu

flao = u)‘— Flwo = 0). Il est clair que p(u) est équivalent en 0 & f(@o =) = (w0 = 0)
2sin(y) u

donc lin%) @(u) = fy(xo). », prolongeable par continuité, est alors intégrable sur [0, 7] et donc (Théoréme de
uU—
f(zo+u) — f(x0 +0)
2sin(y) ’

4) Notons ¢ : u — et

g 1
Lebesgue) lim / o(u)sin(n + i)u du = 0. En procédant de méme avec ¢ : u —
n—oo 0

on a finalement bien lim Sp(xo) = L.



