Préparation au CAPES de Mathématiques

Corrigé rapide du probleme d’algebre

1) ¢ est clairement linéaire par rapport a la premiere variable, symétrique (le produit dans R est commutatif)
1

donc bien bilinéaire symétrique. De plus, VP € R, [X], ¢(P, P) = / P? > 0 et, comme t — P(t)? est
0

continue et positive sur [0, 1],

@(P,P) =0 == P nul sur [0,1]

= P =0 (un polynéme de R,[X] a au plus n racines)
© est donc définie positive.

2) Soit PEF: P=b;X +bX?+ ... +b,X". En notant b; = —a;, on a alors :
1
d(1,P)? =|]1-P|?*= / (1+ ait + ... + a,t™)?dt et donc d = d(1, F) = Inf{d(1, P), P € F}.
0

3) P est orthogonal & F si et seulement si il est orthogonal & X, X2, ..., X". Cela donne :
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4) Les n équations précédentes sont vérifiées par U puisque T(1) = --- = T'(n) = 0 donc U € F*. D’autre part,

(E, ) est euclidien donc dim F* =n+ 1 —dim F = 1. Finalement, F'* = Vect(U) (car U # 0).

5)
1
a) Onal=V(0)+ AU(0) c’est a dire (ap est non nul) A = —

Oéo'
b) Soit P dans F. d(1,P)? = ||\U + (V — P)||?> = ||A\U||? + ||V — P||> > ||\U||*(Pythagore) avec égalité

lorsque P =V et donc d? = ||AU||?> = A\2.||U]||?.

c) 1 — AU est dans F' (ce polynome s’annule en 0) donc U — agl = —ap(1 — AU) aussi et par suite ce vecteur
est orthogonal & U et donc ||U|]?2 = ag < 1,U >= agT(0).
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d) T(0) = . CESE

et, par un calcul classique, ag =



