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1
Soit n € N*. On se propose de calculer d* = Inf{/ (14 ayt + ... + a,t™)?dt|ay, ..., a, € R}.
0

1
Soit F =R,[X]. Onpose p: Ex E — R, (P,Q)+— / Pt)Q(t)dt et F = Vect{X,X?, ..., X"}.
0

1) Montrer que ¢ est un produit scalaire. On note |.| la norme associée a .
2) Montrer que d n’est autre que la distance de 1 a F.

3) Soit P le polynome donné par P(X) = ag+ a1 X + -+ + a, X™. Ecrire le systeme qui traduit que P

est orthogonal a F'.
(X=1)- (X —n)

X+ (X+n+1)
en éléments simples (que 'on ne cherchera pas a calculer) :

4) On considere la fraction rationnelle 7' donnée par T'(X ) = et sa décomposition

(7)) (0751 Ay

T(X) = O
K =Tty "X rnr

Soit U = ag + a1 X + ... + , X". Montrer que U est orthogonal a F. Quel est 'orthogonal de F' 7

5) On sait que £ = F @ F*.

Soit alors 1 = AU + V la décomposition de 1 avec V dans F et AU dans F*.
1

a) Montrer que A = —.
Qo

b) Montrer que d = |A|.||U]].

c¢) En utilisant le fait que U — ag1 est dans F', montrer que ||U||? = agp(U, 1) = apT'(0).
1

d) En déduire que d? = CESVER



