Master 1 MEEF - Second degré - Parcours Mathématiques 2025-2026

N Université
7N de Rennes PRA2 - Analyse 2

Correction rapide du contrdle du 21 mail 2026

|[Exercice n°1]| (5,5 points)

1) Faux. La suite de terme général uw,, = —n — 1 est strictement décroissante, n’a pas de terme nul, et vérifie pour
tout n Untl —ﬂ—1+7>1
" w,  —n-—1 n+17 7

Remarque apres correction : Une suite peut étre a la fois croissante et décroissante...

1
2) Vrai. t — o est continue donc intégrable sur [z, 1] pour z €]0,1].

1
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dt = -1 1
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n — e -
one L e T — sia-1<0

3) Vrai. h est dérivable sur R* puisque f : & — |z| est dérivable sur R* et f(R*) =]0, +oo[ domaine sur lequel  — /z
h(z) — h(0)
x

0o =V |z|]—==v—> 0 donc h est aussi dérivable en 0

est dérivable (théoréme de composition). De plus,
(et h'(0) = 0).

|[Exercice n°2| (12,5 points)

1) f est un quotient de fonctions de classe C* sur R* (la fonction au dénominateur ne s’annulant pas sur ce domaine).
e —1 e —¢f , 1 .

=——0 exp (0)—1—1d0nc igr%)f(m)—l—f(O) et

xr x

e’ —1—ze
- - T 1 o~ z —1q 1.2 2
@ 1) Or, e zﬂOat:ete +z+ 57 +100(x)

f est donc de classe C' sur R*. De plus,

f est donc continue sur R. Enfin, Vz # 0, f/(x) =

1.2

€ _ 1w 1.2 2y . (_1,2 / I LA | ; R
donc e® — 1 — ze® = —3x +Igo(x ) it (—52%). On a donc f'(x) Do 2 3 et Igrzloof (x) = 5 Le
théoréme de la limite de la dérivée permet finalement d’affirmer que f est de classe C! sur R (et que f/(0) = —%)

Remarque aprés correction : On pouvait bien sir utiliser la régle de I’Hospital mais cet outil semble un peu dispropor-
tionné pour des limites classiques de Terminale...

2) e La question précédente montre que f/(0) < 0 et que, pour x # 0, f'(x) est du signe de u(z) = e* — 1 — ze®. u est
clairement dérivable sur R et on a : Vo € R, v/(z) = —e® + (1 — x)e® = —xe®. u est donc strictement croissante sur
| — 00, 0] et strictement décroissante sur [0, +o0o[. Comme u(0) = 0, on a en particulier Va € R*, u(z) < 0.
On a donc bien finalement Va € R, f'(x) < 0.

e Comme lim e®*=0,ona lim e*—1=-1etdonc lim f(x)=+o0.
xTr——00 xr——00 T—>—00
T 1
Pour z £ 0, f(z) = Pt pp— et donc, par croissances comparées entre les fonctions puissances et exponentielle,
e —e”
lim f(z)=0.
Tr—r+00

f est continue et strictement décroissante sur R. C’est donc une bijection de R dans f(R) =] 1+im filim f [ On a
donc bien f(R) =]0, +o0].

1
3) Soit z € R. f(z) = v <= — 1= 1 (car 0 n’est clairement pas solution) d’ott f(z) =z <= 1=¢* — 1. f a donc
ot _
bien un unique point fixe : a = fn 2.




4) e Soit z €]0, +o0o[. La fonction exponentielle est continue sur [0, z] et dérivable sur |0, z[. Le théoréme des accrois-
sements finis assure alors I'existence d’un ¢ €]0, z[ tel que e* — e® = (z — 0) exp/(c). Comme exp’(c) =e® > e’ =1
(la fonction exponentielle est croissante), on a bien (en multipliant par x > 0) e® — 1 > «.

Remarque aprés correction : On pouvait aussi (et c¢’est plus rapide) utiliser la convezité de la fonction exponentielle...

e o :x— e?® —2xe® — 1 est dérivable sur Ry et on a: Vo > 0, ¢ (z) = 2e* — 2¢® — 2xe® soit ¢/ (x) = 2e*[e® — 1 — .
L’inégalité precedente montre alors que Vz > 0, ¢'(x) > 0. ¢ est donc croissante sur [0, +oo[. Comme ¢(0) =0, on a
donc bien finalement Vz € [0, +oo[ €2* — 2ze® — 1 > 0.

1 e"—1—ze® 1 2e%—2—2ze” +e2* —2e" +1

e Soit alors x € RY.. f'(x) + 3= e = 1) + 5= er —1)2 soit aprés simplifications :

1 2 2ze” — 1 1
fl(x) + 5= %. La question précédente donne alors f(x) + B > 0.

Finalement, d’apres 2), Vo € R, —% < f'(z) <.

e On sait que f est continue sur [0,4oc[, dérivable sur ]0,+oo[ et Va €]0,+oc, |f'(z)] < L. Pour a et b positifs,

1
I'inégalité des accroissements finis assure alors que |f(b) — f(a)| < 3 |b — a|.

5) Soit n € N. Une récurrence immédiate assurant que u, > 0 (car f(R) C]0,+o0[), on peut appliquer 4) avec b = w,,

1
et a = a. Cela donne |f(u,) — f(a)] < 3 lun — a| soit [up1 — ] < 3 up —af.
1
Pour n € N\{0, 1}, notons alors %, la propriété : « |up — ] < Q—n\l —al.»
1
e (initialisation) On a |ug — a| = |1 — a| < 2—0\1 — a] donc Py est vraie.

o (hérédité) Soit n € N fixé. Supposons &, vraie et montrons qu alors Piq est vraie. D’apres a), |upe1 — o] <

1 |u, — a| . donc, par hypothese de récurrence, |u,11 — o < |1 al = ——=[1—al. On a bien montré &, 1.

2 mn 2n+

o (conclusion) D’apres le théoréme de récurrence on a donc Vn € N, |u,, — a| < Q—n\l —al.

Comme lim — =0, la suite (uy)nen converge finalement vers a.
n——+oo 2N

|Exercice n°3| (7 points)

1) Soient n > 1et x > 0.
n—1
a) Pour tout ¢ de [0, ], Z * est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison —t # 1
k=
1- )
donc —t) = ———.
S -1
k=0
b) Ces fonctions de ¢ étant continues et l'intégrale étant linéaire, on en déduit :

n—1 n—1
T Tt x (7t)n ) (71)k1‘k+1 /I Tk
—t)kdt = — = dt soit In(1 = — Y+ (-1)" dt
kz_o/o( ) /O 1+t /O Tpdtsoitn(l+a) =) —em— 4 (1) o 1+t

k=0

A

¢) On reconnait ici la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n — 1, appliquée entre 0 et = & la fonction
z— In(1+ x).

t" 1 " 1
2) Vt € [0,1], 0 < 11 < t" donc, par croissance de l'intégrale (ona bien 0 < 1),0 < /0 Tz dt < /0 t"dt = T
1 Lo
Comme lim =0, on en déduit lim dt = 0.
n—toon + 1 n—+oo Jo 14+1¢

3) La question 1) appliquée avec x = 1 donne Vn > 1, In2 =

n—1
. (
artielle g
b k=0 k

+oo (
limite, on a de plus Z
n=1

1
t'I'L
71)”/ dt. D’apres 2), la somme
o 1+t

(=D"

k=0

T a donc une limite finie quand n tend vers 'infini : la série Z converge. En passant a la

—1)n

= —In2.



