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Cette Øpreuve est constituØe de deux problŁmes indØpendants.

ProblŁme n � 1

Notations.
On dØsigne parN l’ensemble des entiers naturels, parR l’ensemble des nombres rØels et par
C l’ensemble des nombres complexes.
Pour z 2 C, on note le conjuguØ dez par z.
Pour n un entier naturel non nul, M n (C) dØsigne l’ensemble des matrices àn lignes et n
colonnes, à coe�cients complexes. L’ensemble des matrices inversibles pour la multiplication
matricielle de M n (C) est notØGLn (C).

Partie A : rotations et translations du plan
On se place dans un plan euclidien orientØP , muni d’un repŁre orthonormØ direct.

Notations .
Soit � un nombre rØel non congru à 0 modulo2� et 
 un point de P . La rotation de centre

 et d’angle � est notØer 
 ;� .
Soit �! u un vecteur deP . La translation de vecteur�! u est notØet �! u .

I. Question de cours. Soient � un nombre rØel non congru à 0 modulo2� , 
 un point
deP et �! u un vecteur deP . L’a�xe de 
 est notØe! et l’a�xe de �! u est notØez�! u . Soit
M un point de P , d’a�xe z. DØterminer l’a�xe z0 de l’image deM par t �! u . DØterminer
l’a�xe z00de l’image deM par r 
 ;� .

II. Soient a un nombre complexe de module1 et b un nombre complexe. On considŁre
l’application f de P dans lui-mŒme qui a tout point d’a�xez associe le point d’a�xe
az + b.

1. Montrer que si a = 1 , alors f est une translation dont on prØcisera le vecteur.
2. On suppose dans cette question quea 6= 1 .

a. Montrer que f possŁde un unique point �xe
 dont on prØcisera l’a�xe ! .
b. Montrer que l’image parf du point M d’a�xe z est le point d’a�xe

a(z � ! ) + !:

c. Montrer que f est une rotation dont on prØcisera le centre et l’angle.
III. Soient a1 et a2 deux nombres complexes de module1 et b1 et b2 deux nombres com-

plexes. On considŁre l’applicationf 1, respectivementf 2, deP dans lui-mŒme, envoyant
le point d’a�xe z sur le point d’a�xe a1z + b1, respectivementa2z + b2.

1. Soit f = f 1 � f 2. Pour tout point M d’a�xe z, calculer l’a�xe de f (M ).
2. Montrer que f est une translation ou une rotation.

IV. Soient r1 la rotation de centre d’a�xe 1 et d’angle
�
2

et r2 la rotation de centre d’a�xe

0 et d’angle �
�
2

. DØterminer la nature et les ØlØments caractØristiques der1 � r2 et
r2 � r1.
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V. On considŁre l’ensembleG formØ des rotations deP et des translations deP . Montrer
que G est un groupe pour une loi que l’on prØcisera.

Partie B : une construction gØomØtrique
On se place de nouveau dans le plan euclidien orientØP . On a montrØ dans la partie

prØcØdente que, sous certaines conditions, la composØe de deux rotations est une rotation.
On cherche ici à construire le centre de cette rotation.

Notations .
Soit D une droite deP . La symØtrie orthogonale d’axeD est notØesD .
Si �! u et �! v sont deux vecteurs non nuls deP , on note (�! u ,�! v ) l’angle orientØ de�! u et �! v .

VI. Soient D1 et D2 deux droites du plan, sØcantes en un point
 . On dØsigne par�! u1
et �! u2 des vecteurs directeurs deD1 et D2, respectivement. On considŁre l’application
f = sD2 � sD1 .

1. Montrer que 
 est un point �xe de f .
2. Soit M un point de P distinct de 
 . Soient M 0 = sD1 (M ) et M 00 = sD2 (M 0).

Montrer que les angles(
��!

 M; �! u1) et (�! u1;

��!

 M 0) sont Øgaux. On montrerait de mŒme

que les angles(
��!

 M 0; �! u2) et (�! u2;

���!

 M 00) sont Øgaux.

3. Montrer que (
��!

 M;

���!

 M 00) � 2(�! u1; �! u2)[2� ].

4. Montrer que 
 M = 
 M 0 = 
 M 00.
5. Montrer que f est une rotation dont on prØcisera le centre et l’angle.

VII. Soient r1 et r2 deux rotations, de centres respectifs
 1 et 
 2 et d’angles respectifs� 1
et � 2. On suppose
 1 6= 
 2.

1. DØterminer deux droitesD1 et D2 telles quer1 = sD1 � s(
 1 
 2 ) et r2 = s(
 1 
 2 ) � sD2 .
2. Montrer que r1 � r2 = sD1 � sD2 .
3. On supposeD1 et D2 sØcantes en un point
 . Montrer qu’alors r1 � r2 est une

rotation dont on prØcisera le centre et l’angle.
4. Donner une construction à la rŁgle et au compas du centre de la rotationr1 � r2

lorsquer1 est la rotation de centre d’a�xe i et d’angle
�
2

et r2 est la rotation de

centre O et d’angle
�
3

.

5. Que se passe t-il siD1 et D2 sont parallŁles ?

Partie C : structure des quaternions
Soient a et b deux nombres complexes. On noteM (a; b) la matrice complexe suivante :

M (a; b) =
�

a � b
b a

�
:

Une matrice M 2 M 2(C) de la formeM (a; b) est appelØe un quaternion. On considŁre en
particulier les quaternions suivants :

E = M (1; 0); I = M (i; 0); J = M (0; 1); K = M (0; i ):
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On veillera à ne pas confondre la matriceI = M (i; 0) avec la matrice identitØ d’ordre2,
I 2 = E .

On note H = f M (a; b) j (a; b) 2 C2g.
VIII. 1. Donner sans justi�cation une base duC-espace vectorielM 2(C) puis une base du

R-espace vectorielM 2(C).
2. Montrer que H est un sous-espace vectoriel duR-espace vectorielM 2(C), dont

une base est(E; I; J; K ).
En consØquence, tout quaternionqs’Øcrit de maniŁre uniqueq = xE + yI + zJ+ tK ,
avecx; y; z; t 2 R.

3. Pour a, b, a0, b0 des nombres complexes, calculerM (a; b)M (a0; b0). En dØduire que
H est stable par la multiplication matricielle.

IX. 1. Calculer les produits deux à deux des matricesE , I , J et K . On prØsentera les
rØsultats dans un tableau à double entrØe.

2. La multiplication dans H est-elle commutative ?
X. Montrer que tout quaternion q = M (a; b) avec(a; b) 2 C2 n f (0; 0)g, est un ØlØment de

GL2(C) dont l’inverse q� 1 est un quaternion.
XI. Montrer que f q 2 H j 8r 2 H; qr = rqg = f xE j x 2 Rg.

Partie D : conjuguØ, parties rØelle et imaginaire d’un
quaternion

Soit q = xE + yI + zJ + tK 2 H, avecx; y; z; t 2 R. On dØ�nit le quaternion conjuguØ
de q, notØq� , par :

q� = xE � yI � zJ � tK:

On dØ�nit la partie rØelle deq, notØeRe(q), par Re(q) = xE:
On dØ�nit la partie imaginaire deq, notØeI m(q), par I m(q) = yI + zJ + tK:
On dØ�nit l’ensemble des quaternions purs, notØHpur , par Hpur = f q 2 H j R e(q) = 0 g:

XII. 1. Soit q un quaternion. Montrer queq� est la transposØe de la matrice obtenue en
conjugant tous les coe�cients deq.

2. En dØduire que, pour tous quaternionsq; r, (qr)� = r � q� .
XIII. Pour tout quaternion q, on poseN (q) = qq� .

1. Montrer que, pour tout quaternion q = xE + yI + zJ + tK , avecx; y; z; t 2 R,
N (q) = ( x2 + y2 + z2 + t2)E .

2. Montrer que, pour tous quaternionsq; r, N (qr) = N (q)N (r ).

Partie E : norme sur H
On admet qu’on dØ�nit une norme euclidienne surH de la façon suivante :

�
H �! R
q = xE + yI + zJ + tK 7! jj qjj =

p
x2 + y2 + z2 + t2

XIV. Quel est le produit scalaire associØ à cette norme euclidienne ?
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XV. 1. Montrer que, pour tout quaternion q, N (q) = jjqjj 2E .
2. En dØduire que, pour tous quaternionsq; r, jjqrjj = jjqjj � jj r jj .

3. En dØduire que pour tout quaternion non nulq, jjq� 1jj =
1

jjqjj
.

XVI. On considŁre l’application suivante :

 :
�

R3 �! Hpur�! q = ( y; z; t) 7! q = yI + zJ + tK:

Le quaternion pur  (�! q ) est appelØ quaternion pur associØ au vecteur�! q . L’espace
R3 est muni de sa structure euclidienne canonique et est supposØ orientØ. Son produit
scalaire est notØh� j �i . De plus, Hpur est muni de la structure euclidienne induite par
celle deH.

1. Montrer que  est une isomØtrie, c’est-à-dire que pour tout�! q 2 R3,

jj  (�! q )jj = jj �! q jj :

2. Soient q1; q2 2 Hpur , respectivement associØs aux vecteurs�! q1 et �! q2 . Montrer que
Re(q1q2) = �h �! q1 j �! q2 i E et que I m(q1q2) =  (�! q1 ^ �! q2 ), oø �! q1 ^ �! q2 dØsigne le
produit vectoriel des vecteurs�! q1 et �! q2 .

3. Soit q 2 Hpur . Calculer Re(q2) et I m(q2). En dØduireq2.
4. Soient (a; b; c; d) 2 R4 et q 2 Hpur . Calculer (aE + bq)(cE + dq).
5. Soient q1 et q2 deux quaternions purs, respectivement associØs aux vecteurs�! q1 et

�! q2 . Montrer que h�! q1 j �! q2 i = 0 si et seulement siq1q2 + q2q1 = 0 .

Partie F : quaternions unitaires et rotations vectorielles
On note U = f q 2 H j N (q) = Eg. Les ØlØments deU sont appelØs quaternions unitaires.

XVII. Montrer que U est un sous-groupe deGL2(C).
XVIII. Soit p 2 U.

1. Montrer qu’il existe un nombre rØel� et un quaternion u 2 U \ Hpur tel que

p = cos(� )E + sin( � )u:

2. VØri�er que p� 1 = p� = cos(� )E � sin(� )u.
XIX. Soit p 2 U. On dØ�nit l’application suivante :

rp :
�

H �! H
q 7! pqp� 1:

1. Montrer que rp est une application linØaire.
2. Montrer que pour tout q 2 H, jj rp(q)jj = jjqjj .
3. Soientp1 et p2 deux ØlØments deU. Montrer que rp1 � rp2 = rp1p2 . En dØduire que

pour tout p 2 U, rp est une bijection d’inverserp� 1 .
4. Montrer que rp est Øgale à l’identitØ deH si et seulement sip = E ou p = � E .
5. Soientp1 et p2 deux quaternions unitaires. DØduire de la question prØcØdente que

rp1 = rp2 si et seulement sip1 = p2 ou p1 = � p2.
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XX. On suppose maintenant quep est un quaternion unitaire di�Ørent deE et de � E .
D’aprŁs la question XVIII. 1., le quaternionp s’Øcrit sous la formep = cos(� )E+sin( � )u,
oø � est un nombre rØelu est un quaternion pur unitaire. On associe àu le vecteur �! u
par l’application  dØ�nie dans la question XVI.
Soit �! v un vecteur unitaire deR3 orthogonal à �! u . On pose�! w = �! u ^ �! v . On note v et
w les quaternions purs associØs aux vecteurs�! v et �! w .

1. Que peut-on dire de la famille(�! u ; �! v ; �! w ) ?
2. Montrer que uv = � vu = w, uw = � wu = � v, u2 = � E et queu3 = � u.
3. Calculer rp(u), rp(v) et rp(w).
4. Montrer qu’il existe une rotation vectorielle deR3 notØeR, dont on prØcisera l’axe

et l’angle, telle que pour toutq 2 Hpur , si q =  (�! q ), alors rp(q) =  (R(�! q )) .
XXI. Soit R une rotation vectorielle de l’espace euclidienR3, d’axe la droiteD dirigØe par un

vecteur unitaire
�!
d et d’angle � . Montrer qu’il existe p 2 U tel que pour tout q 2 Hpur ,

si q =  (�! q ), alors rp(q) =  (R(�! q )) .

XXII. Application . SoientR1 la rotation vectorielle deR3 d’angle
2�
3

et d’axe engendrØ par
(1; � 1; � 1) et R2 la rotation vectorielle deR3 d’angle � et d’axe engendrØe par(0; 1; 0).
Montrer que R2 � R1 et R1 � R2 sont des rotations dont on prØcisera les axes et les
angles.
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ProblŁme n � 2

Notations.
On dØsigne parN l’ensemble des entiers naturels, parN� l’ensemble des entiers naturels non
nuls et par R l’ensemble des nombres rØels.
Soit (
 ; B; P) un espace probabilisØ. SiA et B sont deux ØvØnements de
 avecB de proba-
bilitØ non nulle, la probabilitØ conditionnelle deA sachant queB est rØalisØ est notØePB (A).
Soientk et n des entiers naturels, avec0 6 k 6 n. Le coe�cient binomial donnant le nombre

de parties à k ØlØments est notØ
�

n
k

�
.

On utilisera la convention00 = 1 dans tout le problŁme.

Partie A : quelques Øtudes de sØries
I. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout nombre rØelx di�Ørent de 1,

nX

k=0

xk =
1 � xn+1

1 � x
:

2. En dØduire, pour tout entier natureln non nul et tout nombre rØelx di�Ørent de

1, une expression de
nX

k=1

kxk � 1.

3. Soit x 2 ] � 1 ; 1[. En dØduire la convergence de la sØrie
X

n � 1

nxn � 1 et donner la

valeur de sa somme.
II. Soit k un entier naturel. On considŁre la sØrie entiŁre

Sk(x) =
+ 1X

n= k

�
n
k

�
xn � k :

1. Calculer le rayon de convergence deSk(x).
2. Montrer que Sk est dØrivable sur] � 1 ; 1[ et que, pour tout x 2 ] � 1 ; 1[,

S0
k(x) = ( k + 1) Sk+1 (x):

3. Montrer par rØcurrence que, pour toutk 2 N et pour tout x 2 ] � 1 ; 1[,

Sk(x) =
1

(1 � x)k+1 :

4. Soit x 2 ] � 1 ; 1[. Justi�er la convergence de la sØrie
X

n � 1

n2xn � 1 et montrer que

+ 1X

n=1

n2xn � 1 =
x + 1

(1 � x)3 :

Indication : on pourra Øcriren2 en fonction de
�

n
1

�
et de

�
n
2

�
.

6



III. Application : soit (
 ; A ; P) un espace probabilisØ. Soitp un rØel de]0 ; 1[. Soit X une
variable alØatoire discrŁte suivant la loi gØomØtrique de paramŁtrep, c’est-à-dire une
variable alØatoire dØ�nie sur
 , telle que

X (
) = N� et 8k 2 N� ; P(X = k) = p(1 � p)k � 1:

1. Montrer que X admet une espØrance et la calculer.

2. Montrer que X 2 admet une espØrance et la calculer.

3. Montrer que X admet une variance et la calculer.

Partie B : Øtude d’une sØance de tir à l’arc

On considŁre deux archersA1 et A2 qui tirent chacun sur une cible de maniŁre indØpen-
dante. L’archer A1 (respectivementA2) touche sa cible avec une probabilitØp1 (respective-
ment p2) strictement comprise entre 0 et 1. On suppose de plus que les tirs des joueurs sont
indØpendants les uns des autres. On appelleX 1 (respectivementX 2) la variable alØatoire
donnant le nombre de tirs nØcessaires à l’archerA1 (respectivementA2) pour qu’il touche sa
cible pour la premiŁre fois. On noteq1 = 1 � p1 et q2 = 1 � p2.

IV. DØterminer les valeurs possibles prises parX 1.

V. On introduit, pour tout entier naturel non nul i , l’ØvØnementE i : � le joueur A1 touche
la cible à son i -Łme tir �.
Exprimer, pour tout k 2 N� , l’ØvØnement(X 1 = k) à l’aide des ØvØnementsE i , i 2 N� .

VI. En dØduire la loi deX 1.

VII. 1. Pour tout entier naturel non nul k, calculerP(X 1 > k ).

2. Montrer que

8(m; n) 2 N� � N� ; P(X 1>m )(X 1 > n + m) = P(X 1 > n ):

VIII. Calculer P(X 1 = X 2).

IX. Calculer P(X 1 > X 2).

X. Que vaut P(X 2 > X 1) ?

XI. On rØalise à prØsent une deuxiŁme expØrience avec les deux archersA1 et A2 de la
maniŁre suivante : l’archerA1 tire jusqu’à ce qu’il touche sa cible. On appelleX 1 la
variable alØatoire donnant le nombre de tirs e�ectuØs par le joueurA1 pour qu’il touche
sa cible pour la premiŁre fois. Ensuite, siX 1 prend la valeurn, l’archer A2 e�ectue n
tirs en direction de sa cible dans les mŒmes conditions que la premiŁre expØrience.
On dØ�nit alors la variable alØatoireG Øgale au nombre de fois oø la cible a ØtØ touchØe
par l’archer A2. On suppose dans cette partie quep1 = p2 et on note

p = p1 = p2; q = 1 � p = 1 � p1 = 1 � p2:

1. Soientn 2 N� et k 2 N. DØterminer la probabilitØ conditionnelleP(X 1= n)(G = k).
On distinguera les cask > n et k 6 n.

2. Montrer que, pour tout k 2 N� , P(G = k) = qk � 1pk+1
+ 1X

n= k

�
n
k

�
q2n � 2k .
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3. En utilisant la partie A. , montrer que, pour tout k 2 N� ,

P(G = k) =
�

q
1 + q

� k � 1

�
1

(1 + q)2 :

4. Montrer que G admet une espØrance et que celle-ci vaut1. InterprØter ce rØsultat.

Partie C : Øtude d’une variable discrŁte sans mØmoire
Soit Y une variable alØatoire discrŁte, à valeurs dansN telle que pour tout entier natureln,
P(Y > n) > 0.
On suppose Øgalement queY est sans mØmoire c’est-à-dire qu’elle vØri�e :

8(m; n) 2 N � N; P(Y > m )(Y > n + m) = P(Y > n):

On poseP(Y = 0) = p et q = 1 � p.

XII. Montrer que P(Y > 1) = q. En dØduire que0 < q 6 1.
XIII. Montrer que pour tout couple(m; n) d’entiers naturels,

P(Y > n + m) = P(Y > m)P(Y > n):

XIV. Pour tout entier naturel n, on poseun = P(Y > n).

1. Montrer que la suite (un ) est gØomØtrique et prØciser sa raison.
2. Pour tout entier naturel n, exprimer P(Y > n) en fonction den et de q.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, P(Y = n) = P(Y > n) � P(Y > n + 1) .
4. En dØduire que, pour toutn 2 N, P(Y = n) = qnp.
5. En dØduire queq est di�Ørent de1.

XV. Reconnaître la loi suivie par la variable alØatoireY + 1 .
XVI. Conclure queY est sans mØmoire si et seulement siY + 1 est une variable alØatoire de

loi gØomØtrique de paramŁtrep 2 ]0 ; 1[.

Partie D : taux de panne d’une variable discrŁte
Soit Z une variable alØatoire à valeurs dansN telle que, pour tout entier natureln,

P(Z > n) > 0:

Soit n 2 N. On appelle taux de panne deZ à l’instant n, le rØel notØ� n dØ�ni par

� n = P(Z > n)(Z = n):

XVII. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n,

1 � � n =
P(Z > n + 1)

P(Z > n)
:

2. VØri�er alors que, pour tout entier natureln, on a 0 6 � n < 1.
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3. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

P(Z > n) =
n � 1Y

k=0

(1 � � k):

XVIII. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

n � 1X

k=0

P(Z = k) = 1 � P(Z > n):

2. En dØduire quelim
n !1

P(Z > n) existe et vaut 0.

3. Quelle est la nature de la sØrie
X

n � 0

ln(1 � � n ) ?

4. Que dire alors de la nature de la sØrie
X

n � 0

� n ?

XIX. On suppose maintenant qu’il existe un nombre rØelc tel que pour tout n 2 N, � n = c.
Ce rØel est appelØ taux de panne deZ .

1. Montrer que 0 6 c < 1.
2. Pour tout entier naturel n, exprimer P(Z > n) en fonction dec et de n.
3. Montrer que c est non nul.
4. En dØduire une caractØrisation des variables alØatoires ayant un taux de panne

constant.
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Cette Øpreuve est constituØe de deux problŁmes indØpendants.

ProblŁme n � 1

Notations.
On dØsigne parN l’ensemble des entiers naturels, parR l’ensemble des nombres rØels et par
C l’ensemble des nombres complexes.
Pour z 2 C, on note le conjuguØ dez par z.
Pour n un entier naturel non nul, M n (C) dØsigne l’ensemble des matrices àn lignes et n
colonnes, à coe�cients complexes. L’ensemble des matrices inversibles pour la multiplication
matricielle de M n (C) est notØGLn (C).

Partie A : rotations et translations du plan
On se place dans un plan euclidien orientØP , muni d’un repŁre orthonormØ direct.

Notations .
Soit � un nombre rØel non congru à 0 modulo2� et 
 un point de P . La rotation de centre

 et d’angle � est notØer 
 ;� .
Soit �! u un vecteur deP . La translation de vecteur�! u est notØet �! u .

I. Question de cours. Soient � un nombre rØel non congru à 0 modulo2� , 
 un point
deP et �! u un vecteur deP . L’a�xe de 
 est notØe! et l’a�xe de �! u est notØez�! u . Soit
M un point de P , d’a�xe z. DØterminer l’a�xe z0 de l’image deM par t �! u . DØterminer
l’a�xe z00de l’image deM par r 
 ;� .

II. Soient a un nombre complexe de module1 et b un nombre complexe. On considŁre
l’application f de P dans lui-mŒme qui a tout point d’a�xez associe le point d’a�xe
az + b.

1. Montrer que si a = 1 , alors f est une translation dont on prØcisera le vecteur.
2. On suppose dans cette question quea 6= 1 .

a. Montrer que f possŁde un unique point �xe
 dont on prØcisera l’a�xe ! .
b. Montrer que l’image parf du point M d’a�xe z est le point d’a�xe

a(z � ! ) + !:

c. Montrer que f est une rotation dont on prØcisera le centre et l’angle.
III. Soient a1 et a2 deux nombres complexes de module1 et b1 et b2 deux nombres com-

plexes. On considŁre l’applicationf 1, respectivementf 2, deP dans lui-mŒme, envoyant
le point d’a�xe z sur le point d’a�xe a1z + b1, respectivementa2z + b2.

1. Soit f = f 1 � f 2. Pour tout point M d’a�xe z, calculer l’a�xe de f (M ).
2. Montrer que f est une translation ou une rotation.

IV. Soient r1 la rotation de centre d’a�xe 1 et d’angle
�
2

et r2 la rotation de centre d’a�xe

0 et d’angle �
�
2

. DØterminer la nature et les ØlØments caractØristiques der1 � r2 et
r2 � r1.

1



V. On considŁre l’ensembleG formØ des rotations deP et des translations deP . Montrer
que G est un groupe pour une loi que l’on prØcisera.

Partie B : une construction gØomØtrique
On se place de nouveau dans le plan euclidien orientØP . On a montrØ dans la partie

prØcØdente que, sous certaines conditions, la composØe de deux rotations est une rotation.
On cherche ici à construire le centre de cette rotation.

Notations .
Soit D une droite deP . La symØtrie orthogonale d’axeD est notØesD .
Si �! u et �! v sont deux vecteurs non nuls deP , on note (�! u ,�! v ) l’angle orientØ de�! u et �! v .

VI. Soient D1 et D2 deux droites du plan, sØcantes en un point
 . On dØsigne par�! u1
et �! u2 des vecteurs directeurs deD1 et D2, respectivement. On considŁre l’application
f = sD2 � sD1 .

1. Montrer que 
 est un point �xe de f .
2. Soit M un point de P distinct de 
 . Soient M 0 = sD1 (M ) et M 00 = sD2 (M 0).

Montrer que les angles(
��!

 M; �! u1) et (�! u1;

��!

 M 0) sont Øgaux. On montrerait de mŒme

que les angles(
��!

 M 0; �! u2) et (�! u2;

���!

 M 00) sont Øgaux.

3. Montrer que (
��!

 M;

���!

 M 00) � 2(�! u1; �! u2)[2� ].

4. Montrer que 
 M = 
 M 0 = 
 M 00.
5. Montrer que f est une rotation dont on prØcisera le centre et l’angle.

VII. Soient r1 et r2 deux rotations, de centres respectifs
 1 et 
 2 et d’angles respectifs� 1
et � 2. On suppose
 1 6= 
 2.

1. DØterminer deux droitesD1 et D2 telles quer1 = sD1 � s(
 1 
 2 ) et r2 = s(
 1 
 2 ) � sD2 .
2. Montrer que r1 � r2 = sD1 � sD2 .
3. On supposeD1 et D2 sØcantes en un point
 . Montrer qu’alors r1 � r2 est une

rotation dont on prØcisera le centre et l’angle.
4. Donner une construction à la rŁgle et au compas du centre de la rotationr1 � r2

lorsquer1 est la rotation de centre d’a�xe i et d’angle
�
2

et r2 est la rotation de

centre O et d’angle
�
3

.

5. Que se passe t-il siD1 et D2 sont parallŁles ?

Partie C : structure des quaternions
Soient a et b deux nombres complexes. On noteM (a; b) la matrice complexe suivante :

M (a; b) =
�

a � b
b a

�
:

Une matrice M 2 M 2(C) de la formeM (a; b) est appelØe un quaternion. On considŁre en
particulier les quaternions suivants :

E = M (1; 0); I = M (i; 0); J = M (0; 1); K = M (0; i ):
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On veillera à ne pas confondre la matriceI = M (i; 0) avec la matrice identitØ d’ordre2,
I 2 = E .

On note H = f M (a; b) j (a; b) 2 C2g.
VIII. 1. Donner sans justi�cation une base duC-espace vectorielM 2(C) puis une base du

R-espace vectorielM 2(C).
2. Montrer que H est un sous-espace vectoriel duR-espace vectorielM 2(C), dont

une base est(E; I; J; K ).
En consØquence, tout quaternionqs’Øcrit de maniŁre uniqueq = xE + yI + zJ+ tK ,
avecx; y; z; t 2 R.

3. Pour a, b, a0, b0 des nombres complexes, calculerM (a; b)M (a0; b0). En dØduire que
H est stable par la multiplication matricielle.

IX. 1. Calculer les produits deux à deux des matricesE , I , J et K . On prØsentera les
rØsultats dans un tableau à double entrØe.

2. La multiplication dans H est-elle commutative ?
X. Montrer que tout quaternion q = M (a; b) avec(a; b) 2 C2 n f (0; 0)g, est un ØlØment de

GL2(C) dont l’inverse q� 1 est un quaternion.
XI. Montrer que f q 2 H j 8r 2 H; qr = rqg = f xE j x 2 Rg.

Partie D : conjuguØ, parties rØelle et imaginaire d’un
quaternion

Soit q = xE + yI + zJ + tK 2 H, avecx; y; z; t 2 R. On dØ�nit le quaternion conjuguØ
de q, notØq� , par :

q� = xE � yI � zJ � tK:

On dØ�nit la partie rØelle deq, notØeRe(q), par Re(q) = xE:
On dØ�nit la partie imaginaire deq, notØeI m(q), par I m(q) = yI + zJ + tK:
On dØ�nit l’ensemble des quaternions purs, notØHpur , par Hpur = f q 2 H j R e(q) = 0 g:

XII. 1. Soit q un quaternion. Montrer queq� est la transposØe de la matrice obtenue en
conjugant tous les coe�cients deq.

2. En dØduire que, pour tous quaternionsq; r, (qr)� = r � q� .
XIII. Pour tout quaternion q, on poseN (q) = qq� .

1. Montrer que, pour tout quaternion q = xE + yI + zJ + tK , avecx; y; z; t 2 R,
N (q) = ( x2 + y2 + z2 + t2)E .

2. Montrer que, pour tous quaternionsq; r, N (qr) = N (q)N (r ).

Partie E : norme sur H
On admet qu’on dØ�nit une norme euclidienne surH de la façon suivante :

�
H �! R
q = xE + yI + zJ + tK 7! jj qjj =

p
x2 + y2 + z2 + t2

XIV. Quel est le produit scalaire associØ à cette norme euclidienne ?
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XV. 1. Montrer que, pour tout quaternion q, N (q) = jjqjj 2E .
2. En dØduire que, pour tous quaternionsq; r, jjqrjj = jjqjj � jj r jj .

3. En dØduire que pour tout quaternion non nulq, jjq� 1jj =
1

jjqjj
.

XVI. On considŁre l’application suivante :

 :
�

R3 �! Hpur�! q = ( y; z; t) 7! q = yI + zJ + tK:

Le quaternion pur  (�! q ) est appelØ quaternion pur associØ au vecteur�! q . L’espace
R3 est muni de sa structure euclidienne canonique et est supposØ orientØ. Son produit
scalaire est notØh� j �i . De plus, Hpur est muni de la structure euclidienne induite par
celle deH.

1. Montrer que  est une isomØtrie, c’est-à-dire que pour tout�! q 2 R3,

jj  (�! q )jj = jj �! q jj :

2. Soient q1; q2 2 Hpur , respectivement associØs aux vecteurs�! q1 et �! q2 . Montrer que
Re(q1q2) = �h �! q1 j �! q2 i E et que I m(q1q2) =  (�! q1 ^ �! q2 ), oø �! q1 ^ �! q2 dØsigne le
produit vectoriel des vecteurs�! q1 et �! q2 .

3. Soit q 2 Hpur . Calculer Re(q2) et I m(q2). En dØduireq2.
4. Soient (a; b; c; d) 2 R4 et q 2 Hpur . Calculer (aE + bq)(cE + dq).
5. Soient q1 et q2 deux quaternions purs, respectivement associØs aux vecteurs�! q1 et

�! q2 . Montrer que h�! q1 j �! q2 i = 0 si et seulement siq1q2 + q2q1 = 0 .

Partie F : quaternions unitaires et rotations vectorielles
On note U = f q 2 H j N (q) = Eg. Les ØlØments deU sont appelØs quaternions unitaires.

XVII. Montrer que U est un sous-groupe deGL2(C).
XVIII. Soit p 2 U.

1. Montrer qu’il existe un nombre rØel� et un quaternion u 2 U \ Hpur tel que

p = cos(� )E + sin( � )u:

2. VØri�er que p� 1 = p� = cos(� )E � sin(� )u.
XIX. Soit p 2 U. On dØ�nit l’application suivante :

rp :
�

H �! H
q 7! pqp� 1:

1. Montrer que rp est une application linØaire.
2. Montrer que pour tout q 2 H, jj rp(q)jj = jjqjj .
3. Soientp1 et p2 deux ØlØments deU. Montrer que rp1 � rp2 = rp1p2 . En dØduire que

pour tout p 2 U, rp est une bijection d’inverserp� 1 .
4. Montrer que rp est Øgale à l’identitØ deH si et seulement sip = E ou p = � E .
5. Soientp1 et p2 deux quaternions unitaires. DØduire de la question prØcØdente que

rp1 = rp2 si et seulement sip1 = p2 ou p1 = � p2.
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XX. On suppose maintenant quep est un quaternion unitaire di�Ørent deE et de � E .
D’aprŁs la question XVIII. 1., le quaternionp s’Øcrit sous la formep = cos(� )E+sin( � )u,
oø � est un nombre rØelu est un quaternion pur unitaire. On associe àu le vecteur �! u
par l’application  dØ�nie dans la question XVI.
Soit �! v un vecteur unitaire deR3 orthogonal à �! u . On pose�! w = �! u ^ �! v . On note v et
w les quaternions purs associØs aux vecteurs�! v et �! w .

1. Que peut-on dire de la famille(�! u ; �! v ; �! w ) ?
2. Montrer que uv = � vu = w, uw = � wu = � v, u2 = � E et queu3 = � u.
3. Calculer rp(u), rp(v) et rp(w).
4. Montrer qu’il existe une rotation vectorielle deR3 notØeR, dont on prØcisera l’axe

et l’angle, telle que pour toutq 2 Hpur , si q =  (�! q ), alors rp(q) =  (R(�! q )) .
XXI. Soit R une rotation vectorielle de l’espace euclidienR3, d’axe la droiteD dirigØe par un

vecteur unitaire
�!
d et d’angle � . Montrer qu’il existe p 2 U tel que pour tout q 2 Hpur ,

si q =  (�! q ), alors rp(q) =  (R(�! q )) .

XXII. Application . SoientR1 la rotation vectorielle deR3 d’angle
2�
3

et d’axe engendrØ par
(1; � 1; � 1) et R2 la rotation vectorielle deR3 d’angle � et d’axe engendrØe par(0; 1; 0).
Montrer que R2 � R1 et R1 � R2 sont des rotations dont on prØcisera les axes et les
angles.
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ProblŁme n � 2

Notations.
On dØsigne parN l’ensemble des entiers naturels, parN� l’ensemble des entiers naturels non
nuls et par R l’ensemble des nombres rØels.
Soit (
 ; B; P) un espace probabilisØ. SiA et B sont deux ØvØnements de
 avecB de proba-
bilitØ non nulle, la probabilitØ conditionnelle deA sachant queB est rØalisØ est notØePB (A).
Soientk et n des entiers naturels, avec0 6 k 6 n. Le coe�cient binomial donnant le nombre

de parties à k ØlØments est notØ
�

n
k

�
.

On utilisera la convention00 = 1 dans tout le problŁme.

Partie A : quelques Øtudes de sØries
I. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout nombre rØelx di�Ørent de 1,

nX

k=0

xk =
1 � xn+1

1 � x
:

2. En dØduire, pour tout entier natureln non nul et tout nombre rØelx di�Ørent de

1, une expression de
nX

k=1

kxk � 1.

3. Soit x 2 ] � 1 ; 1[. En dØduire la convergence de la sØrie
X

n � 1

nxn � 1 et donner la

valeur de sa somme.
II. Soit k un entier naturel. On considŁre la sØrie entiŁre

Sk(x) =
+ 1X

n= k

�
n
k

�
xn � k :

1. Calculer le rayon de convergence deSk(x).
2. Montrer que Sk est dØrivable sur] � 1 ; 1[ et que, pour tout x 2 ] � 1 ; 1[,

S0
k(x) = ( k + 1) Sk+1 (x):

3. Montrer par rØcurrence que, pour toutk 2 N et pour tout x 2 ] � 1 ; 1[,

Sk(x) =
1

(1 � x)k+1 :

4. Soit x 2 ] � 1 ; 1[. Justi�er la convergence de la sØrie
X

n � 1

n2xn � 1 et montrer que

+ 1X

n=1

n2xn � 1 =
x + 1

(1 � x)3 :

Indication : on pourra Øcriren2 en fonction de
�

n
1

�
et de

�
n
2

�
.
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III. Application : soit (
 ; A ; P) un espace probabilisØ. Soitp un rØel de]0 ; 1[. Soit X une
variable alØatoire discrŁte suivant la loi gØomØtrique de paramŁtrep, c’est-à-dire une
variable alØatoire dØ�nie sur
 , telle que

X (
) = N� et 8k 2 N� ; P(X = k) = p(1 � p)k � 1:

1. Montrer que X admet une espØrance et la calculer.

2. Montrer que X 2 admet une espØrance et la calculer.

3. Montrer que X admet une variance et la calculer.

Partie B : Øtude d’une sØance de tir à l’arc

On considŁre deux archersA1 et A2 qui tirent chacun sur une cible de maniŁre indØpen-
dante. L’archer A1 (respectivementA2) touche sa cible avec une probabilitØp1 (respective-
ment p2) strictement comprise entre 0 et 1. On suppose de plus que les tirs des joueurs sont
indØpendants les uns des autres. On appelleX 1 (respectivementX 2) la variable alØatoire
donnant le nombre de tirs nØcessaires à l’archerA1 (respectivementA2) pour qu’il touche sa
cible pour la premiŁre fois. On noteq1 = 1 � p1 et q2 = 1 � p2.

IV. DØterminer les valeurs possibles prises parX 1.

V. On introduit, pour tout entier naturel non nul i , l’ØvØnementE i : � le joueur A1 touche
la cible à son i -Łme tir �.
Exprimer, pour tout k 2 N� , l’ØvØnement(X 1 = k) à l’aide des ØvØnementsE i , i 2 N� .

VI. En dØduire la loi deX 1.

VII. 1. Pour tout entier naturel non nul k, calculerP(X 1 > k ).

2. Montrer que

8(m; n) 2 N� � N� ; P(X 1>m )(X 1 > n + m) = P(X 1 > n ):

VIII. Calculer P(X 1 = X 2).

IX. Calculer P(X 1 > X 2).

X. Que vaut P(X 2 > X 1) ?

XI. On rØalise à prØsent une deuxiŁme expØrience avec les deux archersA1 et A2 de la
maniŁre suivante : l’archerA1 tire jusqu’à ce qu’il touche sa cible. On appelleX 1 la
variable alØatoire donnant le nombre de tirs e�ectuØs par le joueurA1 pour qu’il touche
sa cible pour la premiŁre fois. Ensuite, siX 1 prend la valeurn, l’archer A2 e�ectue n
tirs en direction de sa cible dans les mŒmes conditions que la premiŁre expØrience.
On dØ�nit alors la variable alØatoireG Øgale au nombre de fois oø la cible a ØtØ touchØe
par l’archer A2. On suppose dans cette partie quep1 = p2 et on note

p = p1 = p2; q = 1 � p = 1 � p1 = 1 � p2:

1. Soientn 2 N� et k 2 N. DØterminer la probabilitØ conditionnelleP(X 1= n)(G = k).
On distinguera les cask > n et k 6 n.

2. Montrer que, pour tout k 2 N� , P(G = k) = qk � 1pk+1
+ 1X

n= k

�
n
k

�
q2n � 2k .
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3. En utilisant la partie A. , montrer que, pour tout k 2 N� ,

P(G = k) =
�

q
1 + q

� k � 1

�
1

(1 + q)2 :

4. Montrer que G admet une espØrance et que celle-ci vaut1. InterprØter ce rØsultat.

Partie C : Øtude d’une variable discrŁte sans mØmoire
Soit Y une variable alØatoire discrŁte, à valeurs dansN telle que pour tout entier natureln,
P(Y > n) > 0.
On suppose Øgalement queY est sans mØmoire c’est-à-dire qu’elle vØri�e :

8(m; n) 2 N � N; P(Y > m )(Y > n + m) = P(Y > n):

On poseP(Y = 0) = p et q = 1 � p.

XII. Montrer que P(Y > 1) = q. En dØduire que0 < q 6 1.
XIII. Montrer que pour tout couple(m; n) d’entiers naturels,

P(Y > n + m) = P(Y > m)P(Y > n):

XIV. Pour tout entier naturel n, on poseun = P(Y > n).

1. Montrer que la suite (un ) est gØomØtrique et prØciser sa raison.
2. Pour tout entier naturel n, exprimer P(Y > n) en fonction den et de q.
3. Montrer que pour tout entier naturel n, P(Y = n) = P(Y > n) � P(Y > n + 1) .
4. En dØduire que, pour toutn 2 N, P(Y = n) = qnp.
5. En dØduire queq est di�Ørent de1.

XV. Reconnaître la loi suivie par la variable alØatoireY + 1 .
XVI. Conclure queY est sans mØmoire si et seulement siY + 1 est une variable alØatoire de

loi gØomØtrique de paramŁtrep 2 ]0 ; 1[.

Partie D : taux de panne d’une variable discrŁte
Soit Z une variable alØatoire à valeurs dansN telle que, pour tout entier natureln,

P(Z > n) > 0:

Soit n 2 N. On appelle taux de panne deZ à l’instant n, le rØel notØ� n dØ�ni par

� n = P(Z > n)(Z = n):

XVII. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n,

1 � � n =
P(Z > n + 1)

P(Z > n)
:

2. VØri�er alors que, pour tout entier natureln, on a 0 6 � n < 1.
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3. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

P(Z > n) =
n � 1Y

k=0

(1 � � k):

XVIII. 1. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

n � 1X

k=0

P(Z = k) = 1 � P(Z > n):

2. En dØduire quelim
n !1

P(Z > n) existe et vaut 0.

3. Quelle est la nature de la sØrie
X

n � 0

ln(1 � � n ) ?

4. Que dire alors de la nature de la sØrie
X

n � 0

� n ?

XIX. On suppose maintenant qu’il existe un nombre rØelc tel que pour tout n 2 N, � n = c.
Ce rØel est appelØ taux de panne deZ .

1. Montrer que 0 6 c < 1.
2. Pour tout entier naturel n, exprimer P(Z > n) en fonction dec et de n.
3. Montrer que c est non nul.
4. En dØduire une caractØrisation des variables alØatoires ayant un taux de panne

constant.
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Cette �epreuve est constitu�ee de deux probl�emes ind�ependants.

On rappelle que tous les programmes demand�es doivent être r�edig�es dans le langage Python.

Probl�eme 1 : base 3 �equilibr�ee

Notation . N� d�esigne l’ensemble des entiers naturels non nuls.

En informatique, on utilise traditionnellement la base 2 pour repr�esenter les entiers. Ce choix est dict�e par la technologie
utilis�ee par les ordinateurs actuels. Dans les ann�ees 60, d’autres technologies avaient �et�e envisag�ees, dont l’utilisation d’une
base de num�eration appel�ee base 3 �equilibr�ee.

En base 3 classique, on �ecrit les nombres �a l’aide de trois chi�res : 0, 1 et 2 : par exemple, 23 =2123 = 2 � 32 + 1 � 3 + 2,
46 = 12013 = 1 � 33 + 2 � 32 + 0 � 3 + 1.

En base 3 �equilibr�ee, les � chi�res � utilis�es sont 0, 1 et � 1 :

23 = 10(� 1)(� 1)
e

= 1 � 33 + 0 � 32 � 1 � 3 � 1, 46 = 1(� 1)(� 1)01
e

= 1 � 34 � 1 � 33 � 1 � 32 + 0 � 3 + 1.

Dans toute la suite, on s’int�eresse �a l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee des entiers naturels non nuls . On note C = f� 1; 0; 1g
l’ensemble des chi�res utilis�es dans l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee.

L’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel non nul sera not�ee comme ci-dessus, par la suite des chi�res surmont�ee
d’un trait avec un exposant e. Si a0, a1, . . . , ap� 1 sont dansC, on a donc :

a0a1 : : : ap� 1
e =

p� 1X

k=0

ak 3p� 1� k :

L’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel non nul, lue de gauche �a droite, commence toujours par le chi�re 1.

Partie I { g�en�eralit�es

Question 1.

1.a Donner la valeur de1(� 1)0(� 1)
e
, de 1111e et de 1(� 1)(� 1)(� 1)(� 1)

e
.

1.b �Ecrire en base 3 �equilibr�ee les entiers de 1 �a 9.

Question 2. Soit k un entier naturel.

D�eterminer la valeur de Ak = 1 11: : : 1| {z }
k chi�res

e et de Bk = 1 (� 1)(� 1) : : : (� 1)
| {z }

k chi�res

e
.

(On aura bien not�e que ces deux �ecritures poss�edentk + 1 chi�res au total.)

Question 3. On repr�esente l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee a0 : : : ap� 1
e par la liste Python [ap� 1; ap� 2; : : : ; a0] (attention,

les chi�res sont �ecrits dans la liste en lisant de droite �a gauche l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee, le dernier d’entre eux est
donc toujours le chi�re 1).
�Ecrire une fonction valeur (L) qui prend en argument une liste de chi�res et renvoie l’entier naturel non nul dont c’est une
�ecriture en base 3 �equilibr�ee.

Par exemple valeur ([1,0,� 1,� 1,1]) renvoie l’entier 46.

Partie II { existence et unicit�e de l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee

Question 4. On veut montrer que tout entier naturel non nul n admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee.

Soit n 2 N� . On note q et r le quotient et le reste dans la division euclidienne den par 3 : n = 3q + r et r 2 f 0; 1; 2g.

4.a On suppose queq est non nul et admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee q = a0 : : : ap� 1
e. D�eterminer une �ecriture en

base 3 �equilibr�ee de n dans le cas o�ur = 0 ou r = 1.

4.b On suppose queq est non nul et queq + 1 admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee q + 1 = b0 : : : bp� 1
e
. D�eterminer

une �ecriture en base 3 �equilibr�ee de n dans le cas o�ur = 2.

4.c Montrer par r�ecurrence que tout entier naturel non nul admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee.
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Question 5. On souhaite �ecrire en Python une fonction incremente(L) qui prend en argument une liste L de chi�res
repr�esentant une �ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel non nul n et qui renvoie une liste repr�esentant une
�ecriture en base 3 �equilibr�ee de n + 1.

5.a On propose la fonction r�ecursive incrementeR(L)suivante.

Expliquer la ligne 9. Pourquoi a-t-il fallu �ecrire les lignes 1 et 2 ?

0 def i nc rementeR (L ) :
1 i f len ( L)==0:
2 re turn [ 1 ]
3 e l i f L [0]==0:
4 re turn [1 ]+L [ 1 : ]
5 e l i f L[0]== � 1:
6 re turn [0 ]+L [ 1 : ]
7 e l s e :
8 # i c i L[0]==1
9 re turn [ � 1]+ incrementeR (L [ 1 : ] )

5.b On souhaite �ecrire une version non r�ecursive incremente(L)de cette fonction.

Recopier et compl�eter le script suivant pour r�epondre �a cette question :

def i nc remen te (L ) :
p = l en ( L )
M = [ ] # l i s t e f i n a l e
k = 0
whi le k < p and L [ k ] == 1 :

M. append (� 1)
k += 1

i f k == p :
M. append ( . . . )

e l i f L [ k ] == 0 :
M. append ( . . . )
M = M + L [ k +1: ]

e l i f L [ k ] == � 1:
. . .
. . .

re turn M

Question 6. On souhaite montrer que l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel n non nul est unique.

6.a Soit a0, . . . , ap� 1 des chi�res de C (avec a0 = 1 et p > 1). Quel est le reste dans la division euclidienne par 3 du
nombre a0a1 : : : ap� 1

e ?

6.b En d�eduire que l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel n non nul est unique.

Question 7. �Ecrire une fonction base3e(n)qui prend en argument un entier naturel n non nul et renvoie la liste L de
chi�res qui correspond �a l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee de n. Par exemplebase3e(46)renvoie [1,0,� 1,� 1,1]).

Partie III { chemins de Delannoy

On consid�ere le plan euclidienP rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e.

Un chemin de Delannoy du planP est un arc suivant une ligne bris�ee partant de l’origine O et arrivant en un point A
de coordonn�ees (a; b) o�u a et b sont deux entiers naturels, constitu�ee d’arcs �a choisir parmi trois types : un arc horizontal
(associ�e au vecteur (1; 0)), un arc vertical (associ�e au vecteur (0; 1)) ou un arc diagonal (associ�e au vecteur (1; 1)). Dans
le parcours d’un chemin de Delannoy, on va donc toujours vers la droite, vers le haut, ou en diagonale vers la droite et
vers le haut en même temps.

On associe �a tout chemin de Delannoy un entier naturel non nuln d�e�ni par son �ecriture en base 3 �equilibr�ee de la fa�con
suivante : le premier chi�re de cette �ecriture est toujours �egal �a 1 (comme pour toute �ecriture en base 3 �equilibr�ee), les
chi�res suivants caract�erisent les arcs cons�ecutifs du chemin, le chi�re 1 est associ�e �a un segment horizontal, le chi�re � 1
�a un arc vertical, et le chi�re 0 �a un arc diagonal. Inversement �a tout entier naturel non nul on peut associer le chemin de
Delannoy qui est associ�e �a son �ecriture en base 3 �equilibr�ee.

On fera attention que le premier chi�re de l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee, toujours �egal �a 1, n’est pas pris en compte dans
la construction du chemin.
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Remarque :n = 1 = 1e est l’entier associ�e �a un chemin de Delannoy de longueur nulle.

Par exemple, les entiers associ�es aux deux chemins de Delannoy ci-dessous sont respectivement 46 =1(� 1)(� 1)01
e

pour
la �gure de gauche et 107 =1100(� 1)

e
pour la �gure de droite.

Question 8.

8.a Dessiner le chemin de Delannoy associ�e �a l’entier 2019.

8.b On note (a; b) les coordonn�ees enti�eres du point d’arriv�ee d’un chemin de Delannoy. �Ecrire la fonction arrivee (n)qui
renvoie ce couple de coordonn�ees quand on lui donne en argument l’entier non nuln associ�e au chemin de Delannoy. Par
exemple arrivee (46)renvoie le couple(2, 3) et arrivee (107)renvoie le couple(3, 3).

On pourra s’inspirer de la fonction base3e.

Question 9.

Soit a et b deux entiers naturels, et A le point de coordonn�ees (a; b). Il existe plusieurs chemins de Delannoy allant de
l’origine au point A, chacun d’eux �etant associ�e �a un entier naturel. Soit N (a; b) l’ensemble de ces entiers.

9.a Soit a 2 N� . D�eterminer min N (a; a) et max N (a; a).

9.b On suppose que les entiersa et b v�eri�ent 0 < a < b . D�eterminer min N (a; b) et max N (a; b).

Probl�eme 2 : compilation et algorithmes

Notation . Pour m et n deux entiers naturels,Jm; nKd�esigne l’ensemble des entiersk tels que m 6 k 6 n.

Partie A { ordre topologique sur un graphe
Lors de l’�ecriture d’un programme complexe, on le d�ecoupe souvent en modules distincts, mais d�ependants les uns des
autres. Le compilateur a besoin de connâ�tre l’ordre dans lequel compiler ces modules. Pour ce faire, on utilise un graphe
de d�ependances, que nous d�ecrivons bri�evement ici.

On suppose qu’on dispose den modules num�erot�es M 0, M 1, . . . , M n � 1 et on repr�esente leurs relations de d�ependance �a
l’aide d’un graphe � dont les sommets sont les modules, et dont une arête allant du moduleM i au module M j indique
que le moduleM i doit être compil�e avant le module M j .

Par exemple, avecn = 9, aux contraintes du tableau de gauche ci-dessous, on peut associer le graphe � de droite.

le module est compil�e APR �ES les modules
M 0 M 4, M 6, M 8
M 1 M 0, M 8
M 2 M 5
M 3 M 5
M 4 M 7
M 5 {
M 6 M 3
M 7 M 2, M 8
M 8 M 2
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On aura besoin de travailler sur des sous-graphesG du graphe �. C’est pourquoi, pour toute la suite, on suppose �x�e
l’entier n (qu’on pourra supposer sup�erieur �a 2), et les graphes consid�er�es n’utiliseront que quelques-uns desn sommets
M 0, M 1, . . . , M n � 1. Pour simpli�er la r�edaction, on pourra utiliser la notation suivante : si s est un sommet d’un graphe
G, on note [s] son num�ero, de sorte ques = M [s].

On repr�esente un grapheG dont les sommets sont pris parmi lesn sommets list�es ci-dessus par une listeG=[App,Succ,p]
o�u App est une liste den valeurs bool�eennes (c’est-�a-dire True ou False) ; Succest une liste den listes ; p est un entier.
Plus pr�ecis�ement :

| pour i 2 J0; n � 1K, App[i ] est True si et seulement si le moduleM i est pr�esent dans le graphe ;
| p est le nombre de sommets du graphe consid�er�e, donc le nombre d’occurrences deTrue dans la liste App ;
| pour i 2 J0; n � 1K, Succ[ i ] est la liste vide si M i n’est pas pr�esent dans le graphe, et sinonSucc[ i ] est la liste

(�eventuellement vide) des num�eros j des sommetsM j tels qu’il y a un arc de M i vers M j .
Par exemple, le grapheG de la �gure suivante (obtenu en supprimant dans � le sommet M 2) :

est repr�esent�e par la liste G=[App,Succ,p]o�u
| App = [True,True,False,True,True,True,True,True,True];
| Succ = [ [ 1 ], [], [], [ 6 ], [ 0 ], [ 3 ], [ 0 ], [ 4 ], [ 0, 1, 7 ] ];
| p=8 .

Dans toute la suite, on suppose que la valeurn, qui est �x�ee, est stock�ee dans une variable globalen. Les variables i et j
d�esignent des num�eros de sommets, donc des entiers de l’intervalleJ0; n � 1K.

Question 10.
�Ecrire une fonction mem(i,G)qui prend en argument un entier i et la repr�esentation G d’un graphe (telle qu’elle est d�ecrite
ci-dessus) et renvoie le bool�een indiquant si le sommet de num�eroi est dans le graphe.

Question 11.
�Ecrire une fonction pred( i ,G) qui renvoie la liste, �eventuellement vide, des num�eros j des sommets du graphe repr�esent�e
par G tels que l’arc qui va deM j �a M i soit pr�esent dans le graphe.

Par exemple, pour le graphe de la �gure ci-dessus,pred(0,G)renvoie la liste [ 4, 6, 8 ].

Question 12.
�Ecrire une fonction sansSuccesseur(G)qui renvoie le num�ero i d’un sommet M i du graphe qui n’a pas de successeur, s’il
en existe, ou qui renvoie� 1 s’il n’y a pas de tel sommet. Dans l’exemple du graphe ci-dessus,sansSuccesseur(G)renvoie 1.

Question 13.

Compl�eter la fonction suivante suppr( i ,G) qui renvoie un nouveau graphe H obtenu �a partir de G en supprimant le
sommet de num�ero i et toutes les �eches qui lui sont reli�ees.

def suppr ( i ,G ) :
H = copy . deepcopy (G)
H[ 2 ] = H[ 2 ] � 1
. . .
.
.
.

. . .
re turn H

L’appel H = copy.deepcopy(G)permet d’instancier la variable H avec une copie deG.
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�Etant donn�e un graphe de d�ependancesG poss�edant p sommets (avecp 6 n), un ordre topologique sur le graphe est la
donn�ee d’une renum�erotation des sommets du graphe qui respecte les arcs du graphe, c’est-�a-dire une fonctionN bijective,
d�e�nie sur l’ensemble des num�eros des sommets pr�esents dans le grapheG, �a valeurs dans J0; p � 1Ktelle que s’il existe un
arc du sommetM i vers le sommetM j on a N (i ) < N (j ).

Par exemple, pour le graphe de la derni�ere �gure ci-dessus, il existe un ordre topologique, d�e�ni parN (0) = 6, N (1) = 7,
N (3) = 1, N (4) = 5, N (5) = 0, N (6) = 2, N (7) = 4 et N (8) = 3.

Un chemin dans un graphe est une suite d’au moins deux sommets reli�es par des arcs cons�ecutifs. Un cycle est un chemin
qui retourne au sommet de d�epart.

Question 14.

Dans cette question, on consid�ere un graphe orient�eG poss�edant p sommets (avecp 6 n) qui sont pris parmi M 0, M 1,
. . . , M n � 1. On suppose que chaque sommet admet au moins un successeur.

14.a On e�ectue une promenade dans le graphe : on choisit un sommets0, puis un successeurs1 de s0, puis un successeur
s2 de s1, etc. On peut ainsi obtenir une suites0, s1, . . . , sn . Montrer qu’il existe deux indices i et j tels que 06 i < j 6 n
et si = sj .

14.b Justi�er qu’il existe au moins un cycle dans ce graphe.

14.c Montrer qu’il est impossible de trouver un ordre topologique sur ce graphe.

Question 15.

Soit G un graphe ayant p sommets (avecp 6 n) parmi M 0, . . . , M n � 1. On suppose queG admet au moins un sommet
s sans successeur. On appelleH le graphe obtenu �a partir de G en supprimant le sommets et tous les arcs reli�es �a s.
Montrer que si H poss�ede un ordre topologiqueNH �a valeurs dans J0; p � 2K, on peut l’�etendre �a un ordre topologique N
sur G en posantN ([s]) = p � 1 et N ([s0]) = NH ([s0]) pour tous les sommetss0 de H .

Question 16.

On peut d�eduire de cette �etude un algorithme de d�etermination d’un ordre topologique N sur un graphe G, quand il en
existe. Un tel ordre topologique est repr�esent�e par une listeL �a n �el�ements : si le sommet M i n’est pas dans le grapheG,
on a L[ i ] = � 1 ; si M i est dansG, L[ i ] contient la valeur N (i ).

16.a Recopier et compl�eter la fonction suivante pour r�epondre �a la question : ordreTopologique(G)renvoieNones’il n’existe
pas d’ordre topologique sur le grapheG et une liste L qui repr�esente un ordre topologique s’il en existe un. La fonction
parcoursReussipeut proc�eder �a des appels r�ecursifs.

def o rd reTopo log ique (G ) :
n = l en (G [ 0 ] )

L = [ � 1] � n

def p a r c o u r s R e u s s i (G ) :
p = G [ 2 ]
i f p != 0 :

s = s a n s S u c c e s s e u r (G)
i f s == � 1:

re turn . . .
e l s e :

. . .

. . .
re turn . . .

e l s e :
re turn . . .

b = p a r c o u r s R e u s s i (G)
i f b :

re turn L
e l s e :

re turn None

16.b Prouver que l’algorithme termine toujours.
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Partie B { allocation de registres
Quand le code est en phase �nale de compilation, on peut supposer, pour simpli�er, qu’il se pr�esente comme une succession
d’a�ectations de variables ou d’utilisation de ces variables �a l’aide de fonctions simples (op�erations arithm�etiques ou
logiques). L’acc�es �a la m�emoire �etant plus coûteux en temps que le calcul lui-même, il est pr�ef�erable de conserver le plus
possible de r�esultats interm�ediaires dans les registres du processeur plutôt que dans la m�emoire vive. Mais le processeur
n’a qu’un nombre limit�e de registres : il s’agit donc de savoir si tous les calculs peuvent être men�es en se con�nant �a cet
espace limit�e.

On se limite ici �a un mod�ele extrêmement simpli��e, o�u le code du programme ne comporte que des a�ectations de variables
x = ... ou des appels de fonctionsf (a,b ,...) , comme le code Python suivant :

0 d = 1
1 b = 2 � d
2 a = 3
3 d = a � b
4 p r i n t ( d )
5 c = 2 � a � b
6 p r i n t ( a )
7 d = c + b
8 b = 2 � a
9 p r i n t ( c , d )

Comme un programme ne peut utiliser qu’un nombre �ni de variables, on suppose dans toute la suite qu’on dispose d’une
num�erotation des variables, ce qui permet de repr�esenter une variable par un entier naturel. Dans l’exemple ci-dessus, on
supposera quea est num�erot�ee 0, b est num�erot�ee 1, etc.

Une a�ectation de variable est repr�esent�ee par un couple ( i , [ j ,k ,...]) constitu�e du num�ero de la variable qui �gure �a
gauche du symbole= et de la liste des num�eros des variables qui �gurent �a droite. Par exemple, l’a�ectation c = 2 � a � b
est repr�esent�ee par le couple (2, [0,1]) .

Un appel de fonction est repr�esent�e par un couple(None, [ j ,k ,...]) dont le deuxi�eme �el�ement est la liste des num�eros des
variables utilis�ees dans l’appel de fonction. Par exemple, l’appelprint (c,d) est repr�esent�e par le couple (None, [2,3]).

Les constantes apparaissant dans les di��erentes instructions ne sont pas prises en compte dans cette repr�esentation.

Le programme pr�ec�edent est ainsi repr�esent�e par la liste de couples suivante :

prog = [(3,[]), (1,[3]), (0,[]), (3,[0,1]), (None ,[3]), (2,[0,1]), (None ,[0]), (3,[1,2]), (1,[0]), (None ,[2,3])]

On cherche �a savoir �a quels moments il est utile de conserver dans les registres du processeur les valeurs des di��erentes
variables.

Dans l’exemple du programme ci-dessus, si on s’int�eresse �a la variabled, on observe que :
| elle est initialis�ee en ligne 0, et cette valeur est utilis�ee en ligne 1 ;
| elle est modi��ee en ligne 3, et la nouvelle valeur est utilis�ee en ligne 4 ;
| elle est modi��ee en ligne 7, et la nouvelle valeur est utilis�ee en ligne 9.

La variable d a donc trois p�eriodes de vie, qu’on peut repr�esenter par les intervalles ]0; 1], ]3; 4] et ]7; 9].

La variable a a une seule p�eriode de vie : l’intervalle ]2; 8] ; la variable b n’a �egalement qu’une p�eriode de vie : l’intervalle
]1; 7]. En e�et, b est modi��ee en ligne 8 mais sa valeur n’est pas utilis�ee dans la suite, donc on ne tient pas compte de
l’intervalle ]8 ; 9].

On dit qu’une variable est vivante pour chaque instruction d’une p�eriode de vie, et morte pour les autres.

L’algorithme suivant permet de d�eterminer pour chaque ligne de code si chaque variable est morte ou vivante.

| on commence par indiquer que chaque variable est morte ;
| pour chaque ligne de code, en partant du bas :

| s’il s’agit d’un appel de fonction, chaque variable utilis�ee est marqu�ee vivante ;
| s’il s’agit d’une a�ectation, la variable a�ect�ee est marqu�ee morte sauf si elle �gure �egalement �a droite du

symbole = , et toutes les variables �a droite du symbole= sont marqu�ees vivantes.
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Question 17.

Recopier et compl�eter les lignes 0 �a 4 du tableau suivant qui indique l’�etat de chaque variable pour chaque instruction du
programme ci-dessus. (Un V indique une variable vivante, un M une variable morte.)

ligne a b c d
0
1
2
3
4
5 V V M M
6 V V V M
7 V V V M
8 V M V V
9 M M V V

Question 18. Comment interpr�eter le cas o�u en ligne 0 du tableau on trouve une variable vivante ? Le programme est-il
ex�ecutable ?

Question 19.

Pour un programme comportant n instructions et utilisant p variables num�erot�ees de 0 �a p � 1, le tableau qui indique
l’�etat de chaque variable pour chaque instruction peut être repr�esent�e par une liste de listes vie telle que pour la ligne i
(avec 06 i < n ) et la variable v (avec 06 v < p ), vie [ i ][ v] est True si la variable est vivante et Falsesi la variable est
morte.
�Ecrire une fonction determineVie(prog,p)qui prend en argument un programme et le nombrep de variables �a consid�erer
et qui renvoie le tableau vie correspondant.

Question 20.

Recopier et compl�eter la fonction suivante periodesVie(vie ,v)qui prend en arguments la tablevie obtenue par la fonction
determineVieet le num�ero d’une variable et qui renvoie la liste des p�eriodes de vie de cette variable. Ainsi, pour l’exemple
du programme consid�er�e, et la variable d, la fonction periodesVierenvoie la liste [(7, 9), (3, 4), (0, 1)] (l’ordre n’a pas
d’importance).

def p e r i o d e s V i e ( v ie , v ) :
n = l en ( v i e )
p e r i o d e s = [ ]
i = n � 1
encours = F a l s e
whi le i > =0:

i f v i e [ i ] [ v ] :
i f not encours :

. . .

. . .
e l s e :

i f . . . :
. . .
. . .

i � = 1
re turn p e r i o d e s

Partie C { graphe de coexistence
Des techniques analogues �a celle pr�esent�ee dans la partie B permettent de construire un graphe de coexistence des variables
occupant des registres. Il s’agit d’un graphe non orient�e tel que deux sommets reli�es dans ce graphe correspondent �a deux
variables vivantes au même moment, ce qui oblige �a les ranger dans des registres di��erents.

La �gure ci-dessous montre un exemple de graphe de coexistence : les variables num�erot�ees 1, 2, 4 doivent être rang�ees
dans trois registres distincts. Mais les variables num�erot�ees 1 et 5 peuvent être rang�ees dans le même registre, puisque les
sommets correspondants ne sont pas reli�es.
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Pour d�eterminer le nombre de registres n�ecessaire, il su�t de colorier le graphe de sorte que deux sommets adjacents soient
de couleurs di��erentes, en utilisant le moins de couleurs possible. Ce nombre minimal de couleur est le nombre cherch�e de
registres.

Dans l’exemple du graphe ci-dessus, trois couleurs su�sent.

Question 21.

Le probl�eme g�en�eral de la d�etermination du nombre minimal de couleurs n�ecessaire �a la coloration d’un graphe est connu
pour être un probl�eme NP -complet. Que signi�e l’expression � ce probl�eme est dans la classeNP � ? et que signi�e
l’adjonction de l’adjectif � complet � ?

Dans la suite, un graphe non orient�e poss�edantn sommets num�erot�es de 0 �a n � 1 est repr�esent�e par une liste G de n
listes : G[i ] est la liste (�eventuellement vide) des sommets reli�es au sommeti . Autrement dit, G[i ] est la liste des voisins
du sommet i .

L’exemple du graphe pr�ec�edent est repr�esent�e par la liste G=[ [], [2,3,4], [1,4,5], [1], [1,2,5], [2,4] ].

Une coloration du graphe est repr�esent�ee par une liste donnant le num�ero de la couleur de chaque sommet. Dans l’exemple
ci-dessus, si bleu est num�ero 0, rouge num�ero 1 et vert num�ero 2, la coloration propos�ee est repr�esent�ee par la liste
couleur = [0,0,1,1,2,0].

Question 22.
�Ecrire une fonction bonnesCouleurs(G,couleur)qui prend en argument un grapheG et une coloration couleurde ses sommets
et qui renvoie True si et seulement si la coloration est correcte, c’est-�a-dire que deux sommets adjacents n’ont jamais la
même couleur.

Question 23.

Il est facile d’�ecrire un algorithme qui permet de d�eterminer une coloration correcte d’un graphe, mais sans garantir qu’on
utilise le nombre minimal de couleurs.

Par exemple, en partant d’un graphe dont aucun sommet n’est colori�e.

1. choisir la premi�ere couleur disponible ;
2. tant qu’il existe un sommet non colori�e r�ep�eter les �etapes 3 �a 6 ;
3. choisir un sommets non colori�e, et le colorier avec la couleur courante ;
4. r�ep�eter l’�etape 5 pour tout sommet t non colori�e ;
5. si t n’est adjacent �a aucun sommet colori�e avec la couleur courante, le colorier avec la couleur courante ;
6. choisir une nouvelle couleur ;
7. �n de l’algorithme.

�Ecrire une fonction coloriage (G)qui prend en argument un graphe et renvoie �a l’aide de l’algorithme ci-dessus une
coloration possible de ses sommets. On pourra utiliser (sans la recopier) la fonction auxiliaire suivante qui v�eri�e qu’aucun
sommet de la liste voisins n’est de la couleurc.

def c o l o r i a b l e ( v o i s i n s , cou leu r , c ) :
f o r v i n v o i s i n s :

i f c o u l e u r [ v ] == c : re turn F a l s e
re turn True
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Cette �epreuve est constitu�ee de deux probl�emes ind�ependants.

On rappelle que tous les programmes demand�es doivent être r�edig�es dans le langage Python.

Probl�eme 1 : base 3 �equilibr�ee

Notation . N� d�esigne l’ensemble des entiers naturels non nuls.

En informatique, on utilise traditionnellement la base 2 pour repr�esenter les entiers. Ce choix est dict�e par la technologie
utilis�ee par les ordinateurs actuels. Dans les ann�ees 60, d’autres technologies avaient �et�e envisag�ees, dont l’utilisation d’une
base de num�eration appel�ee base 3 �equilibr�ee.

En base 3 classique, on �ecrit les nombres �a l’aide de trois chi�res : 0, 1 et 2 : par exemple, 23 =2123 = 2 � 32 + 1 � 3 + 2,
46 = 12013 = 1 � 33 + 2 � 32 + 0 � 3 + 1.

En base 3 �equilibr�ee, les � chi�res � utilis�es sont 0, 1 et � 1 :

23 = 10(� 1)(� 1)
e

= 1 � 33 + 0 � 32 � 1 � 3 � 1, 46 = 1(� 1)(� 1)01
e

= 1 � 34 � 1 � 33 � 1 � 32 + 0 � 3 + 1.

Dans toute la suite, on s’int�eresse �a l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee des entiers naturels non nuls . On note C = f� 1; 0; 1g
l’ensemble des chi�res utilis�es dans l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee.

L’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel non nul sera not�ee comme ci-dessus, par la suite des chi�res surmont�ee
d’un trait avec un exposant e. Si a0, a1, . . . , ap� 1 sont dansC, on a donc :

a0a1 : : : ap� 1
e =

p� 1X

k=0

ak 3p� 1� k :

L’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel non nul, lue de gauche �a droite, commence toujours par le chi�re 1.

Partie I { g�en�eralit�es

Question 1.

1.a Donner la valeur de1(� 1)0(� 1)
e
, de 1111e et de 1(� 1)(� 1)(� 1)(� 1)

e
.

1(� 1)0(� 1)
e

= 27 � 9 � 1 = 17, 1111e = 27 + 9 + 3 + 1 = 40 et 1(� 1)(� 1)(� 1)(� 1)
e

= 81 � 27 � 9 � 3 � 1 = 41.

1.b �Ecrire en base 3 �equilibr�ee les entiers de 1 �a 9.

1 = 1e, 2 = 1(� 1)
e
, 3 = 10e, 4 = 11e, 5 = 1(� 1)(� 1)

e
, 6 = 1(� 1)0

e
, 7 = 1(� 1)1

e
, 8 = 10(� 1)

e
, 9 = 100e.

Question 2. Soit k un entier naturel.

D�eterminer la valeur de Ak = 1 11: : : 1| {z }
k chi�res

e et de Bk = 1 (� 1)(� 1) : : : (� 1)
| {z }

k chi�res

e
.

(On aura bien not�e que ces deux �ecritures poss�edentk + 1 chi�res au total.)

Ak =
kX

j =0

3j =
3k+1 � 1

2
et Bk = 3 k � Ak � 1 = 3 k �

3k � 1
2

=
3k + 1

2
.

Question 3. On repr�esente l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee a0 : : : ap� 1
e par la liste Python [ap� 1; ap� 2; : : : ; a0] (attention,

les chi�res sont �ecrits dans la liste en lisant de droite �a gauche l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee, le dernier d’entre eux est
donc toujours le chi�re 1).
�Ecrire une fonction valeur (L) qui prend en argument une liste de chi�res et renvoie l’entier naturel non nul dont c’est une
�ecriture en base 3 �equilibr�ee.

Par exemple valeur ([1,0,� 1,� 1,1]) renvoie l’entier 46.
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def v a l e u r (L ) :
s = 0
a = 1
f o r k i n range ( l en ( L ) ) :

i f L [ k ] == 1 : s = s + a
e l i f L [ k ] == � 1: s = s � a
a = 3 � a

re turn s

Partie II { existence et unicit�e de l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee

Question 4. On veut montrer que tout entier naturel non nul n admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee.

Soit n 2 N� . On note q et r le quotient et le reste dans la division euclidienne den par 3 : n = 3q + r et r 2 f 0; 1; 2g.

4.a On suppose queq est non nul et admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee q = a0 : : : ap� 1
e. D�eterminer une �ecriture en

base 3 �equilibr�ee de n dans le cas o�ur = 0 ou r = 1.

n = 3q + r = 3a0 : : : ap� 1
e + r = a0 : : : ap� 10e + r = a0 : : : ap� 1r e.

4.b On suppose queq est non nul et queq + 1 admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee q + 1 = b0 : : : bp� 1
e
. D�eterminer

une �ecriture en base 3 �equilibr�ee de n dans le cas o�ur = 2.

n = 3q + 2 = 3( q + 1) � 1 = 3b0 : : : bp� 1
e

� 1 = b0 : : : bp� 10
e

� 1 = b0 : : : bp� 1(� 1)
e
.

4.c Montrer par r�ecurrence que tout entier naturel non nul admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee.

Soit P n la propri�et�e : tout entier naturel au plus �egal �a n admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee. La question 1.b montre
que P 9 est vraie.

Soit n > 10. On supposeP n � 1 vraie, on veut montrer P n est vraie, c’est-�a-dire que n admet �egalement une �ecriture en
base 3 �equilibr�ee. On e�ectue la division euclidienne par 3, comme sugg�er�e par l’�enonc�e : n = 3q + r avec r 2 f 0; 1; 2g.

On a alors q < q + 1 =
n � r

3
+ 1 6

n
3

+ 1 6 n � 1 puisque (n � 1) �
� n

3
+ 1

�
=

2n
3

� 2 >
20
3

� 2 > 0. D’apr�es l’hypoth�ese
de r�ecurrence, q et q + 1 admettent une �ecriture en base 3 �equilibr�ee, et les questions 4.a et 4.b montrent qu’il en est de
même pour n.

La r�ecurrence s’enclenche.

Question 5. On souhaite �ecrire en Python une fonction incremente(L) qui prend en argument une liste L de chi�res
repr�esentant une �ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel non nul n et qui renvoie une liste repr�esentant une
�ecriture en base 3 �equilibr�ee de n + 1.

5.a On propose la fonction r�ecursive incrementeR(L)suivante.

Expliquer la ligne 9. Pourquoi a-t-il fallu �ecrire les lignes 1 et 2 ?

0 def i nc rementeR (L ) :
1 i f len ( L)==0:
2 re turn [ 1 ]
3 e l i f L [0]==0:
4 re turn [1 ]+L [ 1 : ]
5 e l i f L[0]== � 1:
6 re turn [0 ]+L [ 1 : ]
7 e l s e :
8 # i c i L[0]==1
9 re turn [ � 1]+ incrementeR (L [ 1 : ] )

On est dans le cas o�un = 1 + 3 q o�u q admet une �ecriture en base 3 �equilibr�ee repr�esent�ee par la liste L [1:] . Alors
n + 1 = 2 + 3 q = � 1 + 3(q + 1) : le chi�re de poids faible est � 1 et la suite de l’�ecriture est celle deq + 1.

Dans le cas o�u L est [1,1,...,1] le dernier appel r�ecursif se fera avec une liste vide en argument : c’est cela qui impose
d’�ecrire les lignes 1 et 2.

5.b On souhaite �ecrire une version non r�ecursive incremente(L)de cette fonction.

Recopier et compl�eter le script suivant pour r�epondre �a cette question :
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def i nc remen te (L ) :
p = l en ( L )
M = [ ] # l i s t e f i n a l e
k = 0
whi le k < p and L [ k ] == 1 :

M. append (� 1)
k += 1

i f k == p :
M. append ( . . . )

e l i f L [ k ] == 0 :
M. append ( . . . )
M = M + L [ k +1: ]

e l i f L [ k ] == � 1:
. . .
. . .

re turn M

def i nc remen te (L ) :
p = l en ( L )
M = [ ] # l i s t e f i n a l e
k = 0
whi le k < p and L [ k ] == 1 :

M. append (� 1)
k += 1

i f k == p :
M. append (1 )

e l i f L [ k ] == 0 :
M. append (1 )
M = M + L [ k +1: ]

e l i f L [ k ] == � 1:
M. append (0 )
M = M + L [ k +1: ]

re turn M

Question 6. On souhaite montrer que l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel n non nul est unique.

6.a Soit a0, . . . , ap� 1 des chi�res de C (avec a0 = 1 et p > 1). Quel est le reste dans la division euclidienne par 3 du
nombre a0a1 : : : ap� 1

e ?

a0 : : : ap� 1
e =

p� 1X

k=0

ak 3p� 1� k = ap� 1 + 3
p� 2X

k=0

ak 3p� 2� k � ap� 1[3]. Donc le reste dans la division euclidienne cherch�e est �egal

�a ap� 1 si ap� 1 2 f 0; 1g et �a 2 si ap� 1 = � 1.

6.b En d�eduire que l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee d’un entier naturel n non nul est unique.

On raisonne par r�ecurrence surn.

D’apr�es la question 2, pour k > 1, Bk >
3 + 1

2
= 2 donc toute �ecriture comportant au moins 2 chi�res est celle d’un

nombre au moins �egal �a 2. Ainsi n = 1 n’a qu’une unique �ecriture : 1 = 1e.

Soit n > 1. On suppose qu’on a prouv�e que tout entier non nul au plus �egal �a n admet une unique �ecriture en base 3
�equilibr�ee, et on veut montrer qu’il en est de même de n + 1.

La question 6.a montre qu’une �ecriture en base 3 �equilibr�ee den + 1 se termine n�ecessairement par le chi�re ap = 0, 1 ou
� 1 selon le reste dans la division den + 1 par 3. Mais alors les chi�res pr�ec�edents sont ceux d’une �ecriture d’un entier

n0 =
n + 1 � ap

3
6

n + 2
3

6 n : il y a unicit�e par hypoth�ese de r�ecurrence.

La r�ecurrence s’enclenche donc bien.

Question 7. �Ecrire une fonction base3e(n)qui prend en argument un entier naturel n non nul et renvoie la liste L de
chi�res qui correspond �a l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee de n. Par exemplebase3e(46)renvoie [1,0,� 1,� 1,1]).
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On propose la fonction suivante.

def base3e ( n ) :
M = [ ] # l i s t e f i n a l e
whi le n> 0:

r = n % 3 # r e s t e dans l a d i v i s i o n par 3
i f r < 2:

M. append ( r )
n = n // 3

e l s e : # cas r=2
M. append (� 1)
n = ( n+1) // 3

re turn M

Partie III { chemins de Delannoy

On consid�ere le plan euclidienP rapport�e �a un rep�ere orthonorm�e.

Un chemin de Delannoy du planP est un arc suivant une ligne bris�ee partant de l’origine O et arrivant en un point A
de coordonn�ees (a; b) o�u a et b sont deux entiers naturels, constitu�ee d’arcs �a choisir parmi trois types : un arc horizontal
(associ�e au vecteur (1; 0)), un arc vertical (associ�e au vecteur (0; 1)) ou un arc diagonal (associ�e au vecteur (1; 1)). Dans
le parcours d’un chemin de Delannoy, on va donc toujours vers la droite, vers le haut, ou en diagonale vers la droite et
vers le haut en même temps.

On associe �a tout chemin de Delannoy un entier naturel non nuln d�e�ni par son �ecriture en base 3 �equilibr�ee de la fa�con
suivante : le premier chi�re de cette �ecriture est toujours �egal �a 1 (comme pour toute �ecriture en base 3 �equilibr�ee), les
chi�res suivants caract�erisent les arcs cons�ecutifs du chemin, le chi�re 1 est associ�e �a un segment horizontal, le chi�re � 1
�a un arc vertical, et le chi�re 0 �a un arc diagonal. Inversement �a tout entier naturel non nul on peut associer le chemin de
Delannoy qui est associ�e �a son �ecriture en base 3 �equilibr�ee.

On fera attention que le premier chi�re de l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee, toujours �egal �a 1, n’est pas pris en compte dans
la construction du chemin.

Remarque :n = 1 = 1e est l’entier associ�e �a un chemin de Delannoy de longueur nulle.

Par exemple, les entiers associ�es aux deux chemins de Delannoy ci-dessous sont respectivement 46 =1(� 1)(� 1)01
e

pour
la �gure de gauche et 107 =1100(� 1)

e
pour la �gure de droite.

Question 8.

8.a Dessiner le chemin de Delannoy associ�e �a l’entier 2019.
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8.b On note (a; b) les coordonn�ees enti�eres du point d’arriv�ee d’un chemin de Delannoy. �Ecrire la fonction arrivee (n)qui
renvoie ce couple de coordonn�ees quand on lui donne en argument l’entier non nuln associ�e au chemin de Delannoy. Par
exemple arrivee (46)renvoie le couple(2, 3) et arrivee (107)renvoie le couple(3, 3).

On pourra s’inspirer de la fonction base3e.

def a r r i v e e ( n ) :
( a , b ) = (0 ,0 )
whi le n> 1: # on ne t i e n t pas compte du p rem ie r c h i f f r e ( t o u j o u r s 1)

r = n % 3
i f r == 0 :

( a , b ) = ( a+1,b+1)
n = n // 3

e l i f r == 1 :
( a , b ) = ( a+1,b )
n = n // 3

e l s e : # cas r=2
( a , b ) = ( a , b+1)
n = ( n+1) // 3

re turn ( a , b )

Question 9.

Soit a et b deux entiers naturels, et A le point de coordonn�ees (a; b). Il existe plusieurs chemins de Delannoy allant de
l’origine au point A, chacun d’eux �etant associ�e �a un entier naturel. Soit N (a; b) l’ensemble de ces entiers.

9.a Soit a 2 N� . D�eterminer min N (a; a) et max N (a; a).

On a vu �a la question 2 que les entiers dont l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee comporte exactementk chi�res apr�es le 1

initial sont compris au sens large entreBk =
3k + 1

2
et Ak =

3k+1 � 1
2

. Comme Bk+1 = Ak + 1, on peut en d�eduire que
l’ensemble des entiers dont l’�ecriture en base 3 �equilibr�ee comporte exactementk chi�res apr�es le 1 initial sont exactement

les entiers de l’intervalle
s

3k + 1
2

;
3k+1 � 1

2

{
. (On peut aussi observer qu’aveck chi�res apr�es le 1 initial, on obtient 3 k

nombres di��erents, grâce �a l’unicit�e de l’�ecriture, et que justement Ak � Bk + 1 = 3 k .)

Soit A(a; a). Il existe un unique chemin deO �a A compos�e dea arcs : tous ses arcs sont du type diagonal. Il correspond
�a l’entier n = 1 0 : : : 0| {z }

a z�eros

= 3 a . Tout autre chemin de O �a A comporte au moinsa + 1 arcs et correspond donc �a un entier

sup�erieur. Ainsi min N (a; a) = 3 a .

On v�eri�e facilement que quels que soient les chi�res repr�esent�es par � :

1 � : : : �| {z }
p chi�res

e > 3p > 0 � : : : �| {z }
p chi�res

e > 0 � 1 : : : � 1| {z }
p chi�res

e =
� 3p + 1

2
> � 1 � : : : �| {z }

p chi�res

e:

Ainsi max N (a; a) sera obtenu en maximisant le nombre de chi�res 1 en d�ebut d’�ecriture en base 3 �equilibr�ee : on obtient
donc

maxN (a; a) = 1 11: : : 1| {z }
a chi�res

� 1 � 1 : : : � 1| {z }
a chi�res

e = 3 2a +
(3a � 1)2

2
:

9.b On suppose que les entiersa et b v�eri�ent 0 < a < b . D�eterminer min N (a; b) et max N (a; b).

Un raisonnement analogue conduit �a

min N (a; b) = 1 � 1 � 1 : : : � 1| {z }
(b� a) chi�res

00: : : 0| {z }
a chi�res

e =
3a + 3 b

2
;

maxN (a; b) = 1 11: : : 1| {z }
(a chi�res

� 1 � 1 : : : � 1| {z }
b chi�res

e =
3a+ b+1 � 2 : 3b + 1

2
:

5



Probl�eme 2 : compilation et algorithmes

Notation . Pour m et n deux entiers naturels,Jm; nKd�esigne l’ensemble des entiersk tels que m 6 k 6 n.

Partie A { ordre topologique sur un graphe
Lors de l’�ecriture d’un programme complexe, on le d�ecoupe souvent en modules distincts, mais d�ependants les uns des
autres. Le compilateur a besoin de connâ�tre l’ordre dans lequel compiler ces modules. Pour ce faire, on utilise un graphe
de d�ependances, que nous d�ecrivons bri�evement ici.

On suppose qu’on dispose den modules num�erot�es M 0, M 1, . . . , M n � 1 et on repr�esente leurs relations de d�ependance �a
l’aide d’un graphe � dont les sommets sont les modules, et dont une arête allant du moduleM i au module M j indique
que le moduleM i doit être compil�e avant le module M j .

Par exemple, avecn = 9, aux contraintes du tableau de gauche ci-dessous, on peut associer le graphe � de droite.

le module est compil�e APR �ES les modules
M 0 M 4, M 6, M 8
M 1 M 0, M 8
M 2 M 5
M 3 M 5
M 4 M 7
M 5 {
M 6 M 3
M 7 M 2, M 8
M 8 M 2

On aura besoin de travailler sur des sous-graphesG du graphe �. C’est pourquoi, pour toute la suite, on suppose �x�e
l’entier n (qu’on pourra supposer sup�erieur �a 2), et les graphes consid�er�es n’utiliseront que quelques-uns desn sommets
M 0, M 1, . . . , M n � 1. Pour simpli�er la r�edaction, on pourra utiliser la notation suivante : si s est un sommet d’un graphe
G, on note [s] son num�ero, de sorte ques = M [s].

On repr�esente un grapheG dont les sommets sont pris parmi lesn sommets list�es ci-dessus par une listeG=[App,Succ,p]
o�u App est une liste den valeurs bool�eennes (c’est-�a-dire True ou False) ; Succest une liste den listes ; p est un entier.
Plus pr�ecis�ement :

| pour i 2 J0; n � 1K, App[i ] est True si et seulement si le moduleM i est pr�esent dans le graphe ;
| p est le nombre de sommets du graphe consid�er�e, donc le nombre d’occurrences deTrue dans la liste App ;
| pour i 2 J0; n � 1K, Succ[ i ] est la liste vide si M i n’est pas pr�esent dans le graphe, et sinonSucc[ i ] est la liste

(�eventuellement vide) des num�eros j des sommetsM j tels qu’il y a un arc de M i vers M j .
Par exemple, le grapheG de la �gure suivante (obtenu en supprimant dans � le sommet M 2) :

est repr�esent�e par la liste G=[App,Succ,p]o�u
| App = [True,True,False,True,True,True,True,True,True];
| Succ = [ [ 1 ], [], [], [ 6 ], [ 0 ], [ 3 ], [ 0 ], [ 4 ], [ 0, 1, 7 ] ];
| p=8 .

Dans toute la suite, on suppose que la valeurn, qui est �x�ee, est stock�ee dans une variable globalen. Les variables i et j
d�esignent des num�eros de sommets, donc des entiers de l’intervalleJ0; n � 1K.

Question 10.
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�Ecrire une fonction mem(i,G)qui prend en argument un entier i et la repr�esentation G d’un graphe (telle qu’elle est d�ecrite
ci-dessus) et renvoie le bool�een indiquant si le sommet de num�eroi est dans le graphe.

def mem( i ,G ) :
re turn G [ 0 ] [ i ]

Question 11.
�Ecrire une fonction pred( i ,G) qui renvoie la liste, �eventuellement vide, des num�eros j des sommets du graphe repr�esent�e
par G tels que l’arc qui va deM j �a M i soit pr�esent dans le graphe.

Par exemple, pour le graphe de la �gure ci-dessus,pred(0,G)renvoie la liste [ 4, 6, 8 ].

def pred ( i ,G ) :
p r e d e c e s s e u r s = [ ]
f o r j i n range ( n ) :

i f i i n G [ 1 ] [ j ] :
p r e d e c e s s e u r s . append ( j )

re turn p r e d e c e s s e u r s

Question 12.
�Ecrire une fonction sansSuccesseur(G)qui renvoie le num�ero i d’un sommet M i du graphe qui n’a pas de successeur, s’il
en existe, ou qui renvoie� 1 s’il n’y a pas de tel sommet. Dans l’exemple du graphe ci-dessus,sansSuccesseur(G)renvoie 1.

def s a n s S u c c e s s e u r (G ) :
i = 0
whi le i < n and ( l en (G [ 1 ] [ i ] ) > 0 or not G [ 0 ] [ i ] ) :

i += 1
i f i < n :

re turn i
e l s e :

re turn � 1

Question 13.

Compl�eter la fonction suivante suppr( i ,G) qui renvoie un nouveau graphe H obtenu �a partir de G en supprimant le
sommet de num�ero i et toutes les �eches qui lui sont reli�ees.

def suppr ( i ,G ) :
H = copy . deepcopy (G)
H[ 2 ] = H[ 2 ] � 1
. . .
.
.
.

. . .
re turn H

L’appel H = copy.deepcopy(G)permet d’instancier la variable H avec une copie deG.

def suppr ( i ,G ) :
H = copy . deepcopy (G)
H[ 2 ] = H[ 2 ] � 1
H [ 0 ] [ i ] = F a l s e
H [ 1 ] [ i ] = [ ]
f o r j i n range ( n ) :

i f i i n H [ 1 ] [ j ] : H [ 1 ] [ j ] . remove ( i )
re turn H
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�Etant donn�e un graphe de d�ependancesG poss�edant p sommets (avecp 6 n), un ordre topologique sur le graphe est la
donn�ee d’une renum�erotation des sommets du graphe qui respecte les arcs du graphe, c’est-�a-dire une fonctionN bijective,
d�e�nie sur l’ensemble des num�eros des sommets pr�esents dans le grapheG, �a valeurs dans J0; p � 1Ktelle que s’il existe un
arc du sommetM i vers le sommetM j on a N (i ) < N (j ).

Par exemple, pour le graphe de la derni�ere �gure ci-dessus, il existe un ordre topologique, d�e�ni parN (0) = 6, N (1) = 7,
N (3) = 1, N (4) = 5, N (5) = 0, N (6) = 2, N (7) = 4 et N (8) = 3.

Un chemin dans un graphe est une suite d’au moins deux sommets reli�es par des arcs cons�ecutifs. Un cycle est un chemin
qui retourne au sommet de d�epart.

Question 14.

Dans cette question, on consid�ere un graphe orient�eG poss�edant p sommets (avecp 6 n) qui sont pris parmi M 0, M 1,
. . . , M n � 1. On suppose que chaque sommet admet au moins un successeur.

14.a On e�ectue une promenade dans le graphe : on choisit un sommets0, puis un successeurs1 de s0, puis un successeur
s2 de s1, etc. On peut ainsi obtenir une suites0, s1, . . . , sn . Montrer qu’il existe deux indices i et j tels que 06 i < j 6 n
et si = sj .

Les si forment une famille de n + 1 objets �a choisir parmi les n sommets : au moins deux d’entre eux sont �egaux.

14.b Justi�er qu’il existe au moins un cycle dans ce graphe.

Avec les notations de l’�enonc�e, (si ; si +1 ; : : : ; sj = si ) forme un cycle dans le graphe.

14.c Montrer qu’il est impossible de trouver un ordre topologique sur ce graphe.

S’il existait un ordre topologique N sur ce graphe, en notant [si ] le num�ero du sommet si , on aurait

N ([si ]) < N ([si +1 ]) < � � � < N ([sj � 1]) < N ([sj ]) = N ([si ]);

ce qui est absurde.

Question 15.

Soit G un graphe ayant p sommets (avecp 6 n) parmi M 0, . . . , M n � 1. On suppose queG admet au moins un sommet
s sans successeur. On appelleH le graphe obtenu �a partir de G en supprimant le sommets et tous les arcs reli�es �a s.
Montrer que si H poss�ede un ordre topologiqueNH �a valeurs dans J0; p � 2K, on peut l’�etendre �a un ordre topologique N
sur G en posantN ([s]) = p � 1 et N ([s0]) = NH ([s0]) pour tous les sommetss0 de H .

Que dire ? c’est assez �evident.

Question 16.

On peut d�eduire de cette �etude un algorithme de d�etermination d’un ordre topologique N sur un graphe G, quand il en
existe. Un tel ordre topologique est repr�esent�e par une listeL �a n �el�ements : si le sommet M i n’est pas dans le grapheG,
on a L[ i ] = � 1 ; si M i est dansG, L[ i ] contient la valeur N (i ).

16.a Recopier et compl�eter la fonction suivante pour r�epondre �a la question : ordreTopologique(G)renvoieNones’il n’existe
pas d’ordre topologique sur le grapheG et une liste L qui repr�esente un ordre topologique s’il en existe un. La fonction
parcoursReussipeut proc�eder �a des appels r�ecursifs.

def o rd reTopo log ique (G ) :
n = l en (G [ 0 ] )
L = [ � 1] � n

def p a r c o u r s R e u s s i (G ) :
p = G [ 2 ]
i f p != 0 :

s = s a n s S u c c e s s e u r (G)
i f s == � 1:

re turn . . .
e l s e :

. . .

. . .
re turn . . .

e l s e :
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re turn . . .

b = p a r c o u r s R e u s s i (G)
i f b :

re turn L
e l s e :

re turn None

def o rd reTopo log ique (G ) :
n = l en (G [ 0 ] )
L = [ � 1] � n

def p a r c o u r s R e u s s i (G ) :
p = G [ 2 ]
i f p != 0 :

s = s a n s S u c c e s s e u r (G)
i f s == � 1:

re turn F a l s e
e l s e :

H = suppr ( s ,G)
L [ s ] = p� 1
re turn p a r c o u r s R e u s s i (H)

e l s e :
re turn True

b = p a r c o u r s R e u s s i (G)
i f b :

re turn L
e l s e :

re turn None

16.b Prouver que l’algorithme termine toujours.

Pour prouver la terminaison, il su�t d’observer que la taille ( p=G[2]) du graphe pass�e en argument �a parcoursReussi
d�ecrô�t strictement �a chaque appel r�ecursif, et qu’il n’y a pas d’appel r�ecursif quand elle descend �a 0.

Partie B { allocation de registres
Quand le code est en phase �nale de compilation, on peut supposer, pour simpli�er, qu’il se pr�esente comme une succession
d’a�ectations de variables ou d’utilisation de ces variables �a l’aide de fonctions simples (op�erations arithm�etiques ou
logiques). L’acc�es �a la m�emoire �etant plus coûteux en temps que le calcul lui-même, il est pr�ef�erable de conserver le plus
possible de r�esultats interm�ediaires dans les registres du processeur plutôt que dans la m�emoire vive. Mais le processeur
n’a qu’un nombre limit�e de registres : il s’agit donc de savoir si tous les calculs peuvent être men�es en se con�nant �a cet
espace limit�e.

On se limite ici �a un mod�ele extrêmement simpli��e, o�u le code du programme ne comporte que des a�ectations de variables
x = ... ou des appels de fonctionsf (a,b ,...) , comme le code Python suivant :

0 d = 1
1 b = 2 � d
2 a = 3
3 d = a � b
4 p r i n t ( d )
5 c = 2 � a � b
6 p r i n t ( a )
7 d = c + b
8 b = 2 � a
9 p r i n t ( c , d )
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Comme un programme ne peut utiliser qu’un nombre �ni de variables, on suppose dans toute la suite qu’on dispose d’une
num�erotation des variables, ce qui permet de repr�esenter une variable par un entier naturel. Dans l’exemple ci-dessus, on
supposera quea est num�erot�ee 0, b est num�erot�ee 1, etc.

Une a�ectation de variable est repr�esent�ee par un couple ( i , [ j ,k ,...]) constitu�e du num�ero de la variable qui �gure �a
gauche du symbole= et de la liste des num�eros des variables qui �gurent �a droite. Par exemple, l’a�ectation c = 2 � a � b
est repr�esent�ee par le couple (2, [0,1]) .

Un appel de fonction est repr�esent�e par un couple(None, [ j ,k ,...]) dont le deuxi�eme �el�ement est la liste des num�eros des
variables utilis�ees dans l’appel de fonction. Par exemple, l’appelprint (c,d) est repr�esent�e par le couple (None, [2,3]).

Les constantes apparaissant dans les di��erentes instructions ne sont pas prises en compte dans cette repr�esentation.

Le programme pr�ec�edent est ainsi repr�esent�e par la liste de couples suivante :

prog = [(3,[]), (1,[3]), (0,[]), (3,[0,1]), (None ,[3]), (2,[0,1]), (None ,[0]), (3,[1,2]), (1,[0]), (None ,[2,3])]

On cherche �a savoir �a quels moments il est utile de conserver dans les registres du processeur les valeurs des di��erentes
variables.

Dans l’exemple du programme ci-dessus, si on s’int�eresse �a la variabled, on observe que :
| elle est initialis�ee en ligne 0, et cette valeur est utilis�ee en ligne 1 ;
| elle est modi��ee en ligne 3, et la nouvelle valeur est utilis�ee en ligne 4 ;
| elle est modi��ee en ligne 7, et la nouvelle valeur est utilis�ee en ligne 9.

La variable d a donc trois p�eriodes de vie, qu’on peut repr�esenter par les intervalles ]0; 1], ]3; 4] et ]7; 9].

La variable a a une seule p�eriode de vie : l’intervalle ]2; 8] ; la variable b n’a �egalement qu’une p�eriode de vie : l’intervalle
]1; 7]. En e�et, b est modi��ee en ligne 8 mais sa valeur n’est pas utilis�ee dans la suite, donc on ne tient pas compte de
l’intervalle ]8 ; 9].

On dit qu’une variable est vivante pour chaque instruction d’une p�eriode de vie, et morte pour les autres.

L’algorithme suivant permet de d�eterminer pour chaque ligne de code si chaque variable est morte ou vivante.

| on commence par indiquer que chaque variable est morte ;
| pour chaque ligne de code, en partant du bas :

| s’il s’agit d’un appel de fonction, chaque variable utilis�ee est marqu�ee vivante ;
| s’il s’agit d’une a�ectation, la variable a�ect�ee est marqu�ee morte sauf si elle �gure �egalement �a droite du

symbole = , et toutes les variables �a droite du symbole= sont marqu�ees vivantes.

Question 17.

Recopier et compl�eter les lignes 0 �a 4 du tableau suivant qui indique l’�etat de chaque variable pour chaque instruction du
programme ci-dessus. (Un V indique une variable vivante, un M une variable morte.)

ligne a b c d
0
1
2
3
4
5 V V M M
6 V V V M
7 V V V M
8 V M V V
9 M M V V

ligne a b c d
0 M M M M
1 M M M V
2 M V M M
3 V V M M
4 V V M V
5 V V M M
6 V V V M
7 V V V M
8 V M V V
9 M M V V
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Question 18. Comment interpr�eter le cas o�u en ligne 0 du tableau on trouve une variable vivante ? Le programme est-il
ex�ecutable ?

Si une variable est vivante en ligne 0, c’est que sa valeur est n�ecessaire pour un calcul, alors qu’elle n’a pas �et�e initialis�ee :
le programme n’est donc pas ex�ecutable.

C’est par exemple le cas d’un programme qui commencerait par l’instructionprint (b,c) alors que les deux variables n’ont
jamais �et�e a�ect�ees.

Question 19.

Pour un programme comportant n instructions et utilisant p variables num�erot�ees de 0 �a p � 1, le tableau qui indique
l’�etat de chaque variable pour chaque instruction peut être repr�esent�e par une liste de listes vie telle que pour la ligne i
(avec 06 i < n ) et la variable v (avec 06 v < p ), vie [ i ][ v] est True si la variable est vivante et Falsesi la variable est
morte.
�Ecrire une fonction determineVie(prog,p)qui prend en argument un programme et le nombrep de variables �a consid�erer
et qui renvoie le tableau vie correspondant.

def de te rm ineV ie ( prog , p ) :
n = l en ( prog )
v i e = [ [ F a l s e ]� p f o r i i n range ( n ) ]
f o r j i n range ( n ) :

i = n � 1 � j # i v a r i e de n� 1 a 0
v , a rg s = prog [ i ]
i f i < n � 1:

f o r j i n range ( p ) :
v i e [ i ] [ j ] = v i e [ i +1] [ j ] # on r e c o p i e l ’ e t a t cou ran t des v a r i a b l e s

i f v != None :
v i e [ i ] [ v ] = F a l s e

f o r x i n a r g s :
v i e [ i ] [ x ] = True

re turn v i e

Question 20.

Recopier et compl�eter la fonction suivante periodesVie(vie ,v)qui prend en arguments la tablevie obtenue par la fonction
determineVieet le num�ero d’une variable et qui renvoie la liste des p�eriodes de vie de cette variable. Ainsi, pour l’exemple
du programme consid�er�e, et la variable d, la fonction periodesVierenvoie la liste [(7, 9), (3, 4), (0, 1)] (l’ordre n’a pas
d’importance).

def p e r i o d e s V i e ( v ie , v ) :
n = l en ( v i e )
p e r i o d e s = [ ]
i = n � 1
encours = F a l s e
whi le i > =0:

i f v i e [ i ] [ v ] :
i f not encours :

. . .

. . .
e l s e :

i f . . . :
. . .
. . .

i � = 1
re turn p e r i o d e s
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def p e r i o d e s V i e ( v ie , v ) :
n = l en ( v i e )
p e r i o d e s = [ ]
i = n � 1
encours = F a l s e
whi le i > =0:

i f v i e [ i ] [ v ] :
i f not encours :

encou rs = True
f i n = i

e l s e :
i f encours :

encou rs = F a l s e
p e r i o d e s . append ( ( i , f i n ) )

i � = 1
re turn p e r i o d e s

Partie C { graphe de coexistence
Des techniques analogues �a celle pr�esent�ee dans la partie B permettent de construire un graphe de coexistence des variables
occupant des registres. Il s’agit d’un graphe non orient�e tel que deux sommets reli�es dans ce graphe correspondent �a deux
variables vivantes au même moment, ce qui oblige �a les ranger dans des registres di��erents.

La �gure ci-dessous montre un exemple de graphe de coexistence : les variables num�erot�ees 1, 2, 4 doivent être rang�ees
dans trois registres distincts. Mais les variables num�erot�ees 1 et 5 peuvent être rang�ees dans le même registre, puisque les
sommets correspondants ne sont pas reli�es.

Pour d�eterminer le nombre de registres n�ecessaire, il su�t de colorier le graphe de sorte que deux sommets adjacents soient
de couleurs di��erentes, en utilisant le moins de couleurs possible. Ce nombre minimal de couleur est le nombre cherch�e de
registres.

Dans l’exemple du graphe ci-dessus, trois couleurs su�sent.

Question 21.

Le probl�eme g�en�eral de la d�etermination du nombre minimal de couleurs n�ecessaire �a la coloration d’un graphe est connu
pour être un probl�eme NP -complet. Que signi�e l’expression � ce probl�eme est dans la classeNP � ? et que signi�e
l’adjonction de l’adjectif � complet � ?

Un probl�eme est dans la classeNP s’il est d�ecid�e par une machine de Turing non d�eterministe en temps polynomial.
Autrement dit, on peut tester une proposition de solution et dire en temps polynomial si elle est r�eellement ou non
solution. Par exemple, pour la coloration d’un graphe, �etant donn�e un graphe colori�e il est facile et rapide de v�eri�er que
deux sommets adjacents n’ont pas la même couleur.

Un probl�eme de la classeNP est NP -complet si tout probl�eme NP se ram�ene �a celui-ci en temps polynomial. Autrement
dit, il n’y a pas de probl�eme plus di�cile que lui. Ces r�eductions d’un probl�eme �a un autre sont souvent di�ciles �a trouver !

Dans la suite, un graphe non orient�e poss�edantn sommets num�erot�es de 0 �a n � 1 est repr�esent�e par une liste G de n
listes : G[i ] est la liste (�eventuellement vide) des sommets reli�es au sommeti . Autrement dit, G[i ] est la liste des voisins
du sommet i .

L’exemple du graphe pr�ec�edent est repr�esent�e par la liste G=[ [], [2,3,4], [1,4,5], [1], [1,2,5], [2,4] ].
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Une coloration du graphe est repr�esent�ee par une liste donnant le num�ero de la couleur de chaque sommet. Dans l’exemple
ci-dessus, si bleu est num�ero 0, rouge num�ero 1 et vert num�ero 2, la coloration propos�ee est repr�esent�ee par la liste
couleur = [0,0,1,1,2,0].

Question 22.
�Ecrire une fonction bonnesCouleurs(G,couleur)qui prend en argument un grapheG et une coloration couleurde ses sommets
et qui renvoie True si et seulement si la coloration est correcte, c’est-�a-dire que deux sommets adjacents n’ont jamais la
même couleur.

def bonnesCou leu rs (G, c o u l e u r ) :
n = l en (G)
f o r i i n range ( n ) :

c = c o u l e u r [ i ]
f o r v o i s i n i n G[ i ] :

i f c == c o u l e u r [ v o i s i n ] :
re turn F a l s e

re turn True

Question 23.

Il est facile d’�ecrire un algorithme qui permet de d�eterminer une coloration correcte d’un graphe, mais sans garantir qu’on
utilise le nombre minimal de couleurs.

Par exemple, en partant d’un graphe dont aucun sommet n’est colori�e.

1. choisir la premi�ere couleur disponible ;
2. tant qu’il existe un sommet non colori�e r�ep�eter les �etapes 3 �a 6 ;
3. choisir un sommets non colori�e, et le colorier avec la couleur courante ;
4. r�ep�eter l’�etape 5 pour tout sommet t non colori�e ;
5. si t n’est adjacent �a aucun sommet colori�e avec la couleur courante, le colorier avec la couleur courante ;
6. choisir une nouvelle couleur ;
7. �n de l’algorithme.

�Ecrire une fonction coloriage (G)qui prend en argument un graphe et renvoie �a l’aide de l’algorithme ci-dessus une
coloration possible de ses sommets. On pourra utiliser (sans la recopier) la fonction auxiliaire suivante qui v�eri�e qu’aucun
sommet de la liste voisins n’est de la couleurc.

def c o l o r i a b l e ( v o i s i n s , cou leu r , c ) :
f o r v i n v o i s i n s :

i f c o u l e u r [ v ] == c : re turn F a l s e
re turn True

def c o l o r i a b l e ( v o i s i n s , cou leu r , c ) :
f o r v i n v o i s i n s :

i f c o u l e u r [ v ] == c : re turn F a l s e
re turn True

def c o l o r i a g e (G ) :
n = l en (G)
c o u l e u r = [ None ] � n
c = 0 # c o u l e u r cou ran te
i n c o l o r e s = n # nombre de sommets non c o l o r i e s
whi le i n c o l o r e s > 0 :

s = 0
whi le c o u l e u r [ s ] != None : s += 1
c o u l e u r [ s ] = c
i n c o l o r e s � = 1
t = 0
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f o r t i n range ( n ) :
i f c o u l e u r [ t ]==None :

i f c o l o r i a b l e (G[ t ] , cou leu r , c ) :
c o u l e u r [ t ] = c
i n c o l o r e s � = 1

c += 1
re turn c o u l e u r
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CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : suites

L’exercice
Un artisan doit carreler une piŁce carrØe accueillant en son centre une petite
statue dont le socle est carrØ. Il utilise des carreaux de mŒme dimension que le
socle de la statue. Il commence d’abord en entourant celle-ci par une couronne
de carreaux et poursuit avec des couronnes de plus en plus grandes comme
indiquØ sur la �gure ci-contre, oø le socle de la statue est reprØsentØ par le carrØ
noir central.
Il a besoin de 157 couronnes autour du socle de la statue pour paver la salle.

Il dispose en tout de 99221 carreaux, en a-t-il assez?

Les productions de trois ØlŁves de terminale STMG

ÉlŁve 1

Pour passer d’une couronne à une autre, l’artisan doit rajouter 8 carreaux à chaque fois.
On a donc une suite arithmØtique de premier terme 8 et de raison 8.
u157 est le nombre de carreaux de la 157-iŁme couronne, on a u 157 ˘ 8¯ 8£ 157 ˘ 1264.
La salle Øtant carrØe, on enlŁve les 4 carreaux formant les coins, on a donc en tout1260carreaux sur les
quatre côtØs donc 315 carreaux sur un côtØ. En ajoutant les deux coins, on obtient 317.
Il faut donc 3172 ˘ 100489carreaux . L’artisan n’a donc pas assez de carreaux.

ÉlŁve 2

un est le nombre de carreaux sur la n-iŁme couronne, on a u 1 ˘ 8. Pour passer d’une couronne à l’autre,
il suf�t d’ajouter les quatre coins. On a donc une suite arithmØtique de premier terme 8 et de raison 4.

Le nombre de carreaux nØcessaire pour carreler entiŁrement la salle est Øgal à

S ˘ u1 ¯ u2 ¯¢¢¢ ū157 ˘ 157£
8¯ 4£ 156

2
˘ 49612.

L’artisan a donc largement assez de carreaux.

ÉlŁve 3
J’ai calculØ l’aire totale et j’ai soustrait l’aire du socle ; j’obtiens 1572 ¡ 1.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser les dØmarches de ces trois ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites et leurs
Øventuelles erreurs. Vous prØciserez les conseils que vous pourriez leur apporter.

2 � PrØsenter une correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
STMG.

3 � Proposer deux exercices sur le thŁme suitespermettant notamment de dØvelopper les compØtences
« chercher » et « calculer ».



CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : arithmØtique

L’exercice
Soit n un entier naturel.
DØmontrer que, dans l’Øcriture en base dix, les entiers n et n5 ont le mŒme chiffre des unitØs.

Les rØponses de trois ØlŁves de terminale scienti�que spØcialitØ mathØmatiques

ÉlŁve 1
Je regarde tous les cas possibles pour le chiffre des unitØs, entre 1 et 9.

1£ 1£ 1£ 1£ 1 ˘ 1, 2£ 2£ 2£ 2£ 2 ˘ 32, 3£ 3£ 3£ 3£ 3 ˘ 243

et ainsi de suite. Je calcule les autres avec un tableur, ça marche chaque fois, c’est le mŒme chiffre.

ÉlŁve 2
J’ai comparØ les restes de n5 et n dans la division euclidienne par 10 à l’aide d’un programme Øcrit en
langage Python, j’obtiens les mŒmes restes. Donc le chiffre des unitØs de n5 et n est le mŒme.

1 from math import *
2 for n in range (10) :
3 a=(n **5) %10
4 b=n%10
5 if a==b:
6 print (n)

ÉlŁve 3
J’ai calculØ n5 ¡ n pour les premiŁres valeurs de n, le dernier chiffre est 0.
Je vais le prouver par rØcurrence : je suppose que n5 ¡ n est multiple de 10 et alors je dois montrer que
(n ¯ 1)5 ¡ (n ¯ 1) est aussi multiple de 10.

(n ¯ 1)5 ¡ (n ¯ 1) ˘ n5 ¯ 5n4 ¯ 10n3 ¯ 10n2 ¯ 5n ¯ 1 ¡ n ¡ 1

˘ (n5 ¡ n ) ¯ 10(n3 ¯ n2) ¯ 5(n4 ¯ n )

˘ 5(n4 ¯ n )

car n 5 ¡ n et 10(n3 ¯ n2) sont des multiples de 10.
Ensuite, je ne sais pas quoi faire pour n 4 ¯ n.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser la rØponse des trois ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites ainsi que leurs erreurs.
Vous prØciserez l’accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 � Proposer une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que spØcialitØ mathØmatiques.

3 � PrØsenter deux exercices sur le thŁme arithmØtique , l’un au niveau collŁge, l’autre au niveau lycØe.
L’un des exercices devra notamment permettre de travailler la compØtence « communiquer ».



CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : probabilitØs

L’exercice
On dispose de deux piŁces A et B.

La probabilitØ d’obtenir pile avec la piŁce A est Øgale à
1
3

; avec la piŁce B, cette probabilitØ est
1
2

.
On effectue n lancers de chaque piŁce, avec n > 4.

A-t-on plus de chances d’obtenir exactement trois fois pile avec la piŁce A ou avec la piŁce B?

Les productions de deux ØlŁves de terminale

ÉlŁve 1
En utilisant un tableur et en faisant varier n, j’ai comparØ la
probabilitØ d’avoir trois fois pile avec la piŁce A et la probabilitØ
d’avoir trois fois pile avec la piŁce B.
Je trouve que c’est vrai à partir de 8.

A B C
1 n piŁce A piŁce B
2 4 9,9E-02 2,5E-01
3 5 1,6E-01 3,1E-01
4 6 2,2E-01 3,1E-01
5 7 2,6E-01 2,7E-01
6 8 2,7E-01 2,2E-01
7 9 2,7E-01 1,6E-01

ÉlŁve 2

Je nomme p la probabilitØ d’obtenir pile à chaque lancer.
Par indØpendance des lancers successifs, j’obtiens la probabilitØ d’avoir trois fois pile avec une piŁce :

p3(1 ¡ p )n ¡ 3.

Je dois comparer
µ

1
3

¶3 µ
2
3

¶n ¡ 3
et

µ
1
2

¶3 µ
1
2

¶n ¡ 3
mais je n’y suis pas arrivØ.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser la rØponse des deux ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites ainsi que leurs erreurs.
Vous prØciserez l’accompagnement que vous pourriez leur proposer.

2 � Proposer une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale.

3 � PrØsenter deux exercices sur le thŁme probabilitØs, l’un au niveau collŁge, l’autre au niveau lycØe.
L’un des exercices devra notamment permettre de travailler la compØtence « chercher ».



CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : conjecture et dØmonstration

L’exercice
On considŁre les paraboles d’Øquation y ˘ ax2 ¯ bx ¯ c oø a, b et c sont des rØels, aveca non nul.

1. Quel est le lieu des sommets de ces paraboles lorsque b varie dans R, a et c Øtant �xØs?

2. On �xe c ˘ 1. Tout point du plan est-il le sommet d’une de ces paraboles?

Les rØponses de deux ØlŁves de premiŁre S à la question 1

ÉlŁve 1
En utilisant un logiciel de gØomØtrie et en activant la trace du sommet, nous
pouvons constater qu’il se dØplace sur une parabole.

ÉlŁve 2
Le sommet S d’une parabole d’Øquation y˘ ax2 ¯ bx ¯ c a pour coordonnØes

µ
¡ b
2a

;
¡ ¢
4a

¶
.

Comme je ne vois pas quel est le lieu des sommets, j’ai utilisØ un tableur.
J’ai �xØ a ˘ 1 et c ˘ 1 pour obtenir une reprØsentation graphique de la position du sommet : c’est une
parabole d’Øquation y ˘ 1 ¡ x2.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser ces productions d’ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites et leurs Øventuelles
erreurs. Vous prØciserez l’aide que vous pourriez leur apporter.

2 � PrØsenter une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de premiŁre S.

3 � Proposer deux exercices sur le thŁme conjecture et dØmonstration, l’un au niveau collŁge, l’autre
au niveau lycØe. L’un au moins des exercices devra permettre notamment de dØvelopper la
compØtence « communiquer ».



CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : gØomØtrie dans l’espace

L’exercice

On considŁre un tØtraŁdre rØgulier ABCD d’arŒtea.
On note I le milieu du segment [ AC].

Donner une valeur approchØe à 10 ¡ 2 radian prŁs de
l’angle �DBI .

Les rØponses de deux ØlŁves de terminale scienti�que

ÉlŁve 1

Je me place dans le repŁre
‡
A,

¡!
AB,

¡!
AC,

¡¡!
AD

·
.

Le point I a pour coordonnØes
µ
0,

1
2

,0
¶

donc
¡!
BI a pour coordonnØes

µ
¡ 1,

1
2

,0
¶

et
¡¡!
BD a pour

coordonnØes(¡ 1,0,1)donc
¡!
BI .

¡¡!
BD ˘ 1.

J’en dØduis quecos
¡ �DBI

¢
˘

¡!
BI .

¡¡!
BD

BI £ BD
˘

1
p

3
2

£ 1

˘
2

p
3

et donc �DBI ˘ cos¡ 1
µ

2
p

3

¶
.

Je ne comprends pas le problŁme car ce n’est pas possible.

ÉlŁve 2

Je sais que la hauteur d’un triangle ØquilatØral de côtØ c est c
p

3
2

.

Le triangle DBI est rectangle et isocŁle en I car B I ˘ DI ˘ a
p

3
2

.

Par consØquent�DBI ˘
…
4

˘ 0,79 radian.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser la rØponse des deux ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites ainsi que leurs erreurs.
Vous prØciserez l’accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 � Proposer une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 � PrØsenter deux exercices sur le thŁme gØomØtrie dans l’espace, l’un au niveau collŁge, l’autre
au niveau lycØe. L’un des exercices devra notamment permettre de travailler la compØtence
« reprØsenter ».



CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : modØlisation

L’exercice
Le tableau ci-dessous donne la population de la Syldavie, en milliers d’habitants, tous les dix ans depuis
1950.

AnnØe 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Population 50 600 52 325 54 115 55 944 57 846 59 784 61 823

On suppose qu’aprŁs 2010, le taux d’Øvolution de cette population sur chaque dØcennie est Øgal au taux
d’Øvolution dØcennal moyen entre 1950 et 2010.

1. Calculer les taux d’Øvolution sur chaque dØcennie.

2. Calculer le taux dØcennal moyen.

3. Estimer la population en 2030 en expliquant la dØmarche.

Les productions de deux ØlŁves de terminale STMG

ÉlŁve 1
question 3 :

Si aprŁs 2010, l’Øvolution est en moyenne comme
entre 1950 et 2010, alors je trace la droite de
rØgression du nuage de points avec la mØthode
des moindres carrØs.
J’obtiens la droite : y ˘ 186,85x ¡ 313901.
En 2030, on remplace donc x par 2030 et on
obtient 65405milliers d’habitants.

ÉlŁve 2

question 2 :

Entre 1950 et 2010, le taux d’Øvolution est :
61823¡ 50600

50600
…0,2217˘ 22,17%.

Donc le taux moyen tous les 10 ans est de22,17%¥ 6 ˘ 3,696%.

question 3 :
En 2030, la population en Syldavie sera donc Øgale à 61823£ 1,03692 …66477milliers d’habitants.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser les productions de ces deux ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites et leurs
Øventuelles erreurs. Vous prØciserez, en particulier, les aides qui pourraient leur Œtre apportØes.

2 � PrØsenter une correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
STMG.

3 � Proposer deux exercices, un au niveau lycØe et un au niveau collŁge, sur le thŁme modØlisation.
L’un des exercices devra notamment permettre de dØvelopper la compØtence « chercher ».



CAPES externe de mathØmatiques : Øpreuve sur dossier

ThŁme : problŁme avec prise d’initiative

L’exercice

On considŁre le cercle C de centre O et de rayon 1 et un point I �xØ
sur ce cercle. Soit M un point mobile sur ce cercle, on note N son
symØtrique par rapport à la droite ( OI ).

Quelle est la nature du triangle MN I lorsque son aire est maximale?

O I

M

N

Les rØponses de deux ØlŁves de terminale scienti�que

ÉlŁve 1
Quand le point M est en I ou en son symØtrique par rapport à O, l’aire du triangle MNI est nulle.
Par consØquent l’aire du triangle est maximale quand le point M est à la verticale de O et le triangle
MNI est alors rectangle en I.

ÉlŁve 2

Soit fi ˘ •OI M. Comme le triangle OMI est isocŁle en O, on a donc MI = 2cos(fi ).
La droite (OI) coupe [MN] en son milieu H. J’en dØduis que MH = MI £ sin (fi ) et HI = MI £ cos(fi ).
Donc l’aire est Øgale à f (fi ) ˘ 4cos3 (fi )sin (fi ).
J’ai cherchØ oø la dØrivØe s’annule mais je n’y suis pas arrivØ.

Les questions à traiter devant le jury

1 � Analyser la rØponse des deux ØlŁves en mettant en Øvidence leurs rØussites ainsi que leurs erreurs.
Vous prØciserez l’accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 � Proposer une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 � PrØsenter deux exercices sur le thŁme problŁme avec prise d’initiative , l’un au niveau collŁge, l’autre
au niveau lycØe.



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : suites

L'exercice

On dé�nit la suite ( un )n2N par u0 Æ3 et pour tout entier naturel n ,

unÅ1 Æu2
n ¡ un .

Étudier le sens de variation de cette suite.

Les productions de trois élèves de terminale scienti�que

Élève 1

En calculant les premiers termes, on voit que la suite tend vers Å1 donc elle est croissante.

Élève 2

En supposant que la suite est croissante, on a un > 3 puisque u 0 Æ3.

unÅ1 ¡ un Æu2
n ¡ 2un Æun (un ¡ 2).

On véri�e que u nÅ1 ¡ un > 0 et donc elle est bien croissante.

Élève 3

La fonction f (x) Æx2 ¡ x est croissante sur
·

1

2
;Å1

·
donc la suite est croissante.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser les productions de ces trois élèves en repérant les erreurs et les réussites. Vous préciserez
l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Présenter une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 – Proposer deux exercices sur le thème suitesdont l'un fait appel à un algorithme.



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : probabilités

L'exercice

Mathieu et Jeanne ont inventé un jeu avec leur calculatrice. Chaque joueur obtient un nombre aléatoire
dans l'intervalle [0 ;1] à l'aide de la calculatrice. Si le produit des deux nombres est inférieur ou égal à 0,5
alors Jeanne gagne, sinon c'est Mathieu qui gagne. Après quelques parties, ils s'aperçoivent que Jeanne
gagne très souvent et Mathieu propose alors de remplacer la valeur 0,5 par un autre nombre pour rendre
le jeu plus équitable.
La version initiale du jeu avantage-t-elle Jeanne? Mathieu peut-il rendre ce jeu équitable?

Les productions de deux élèves de terminale scienti�que

Élève 1

J'ai commencé par réaliser le programme ci-contre pour
véri�er que Jeanne gagne très souvent.
J'ai simulé 10000 parties et Jeanne a gagné8450 fois
donc ce jeu avantage effectivement Jeanne.

1 from random import *
2 def jouer () :
3 x= uniform (0 ,1)
4 y= uniform (0 ,1)
5 if x*y <=0.5:
6 return " Jeanne "
7 else :
8 return " Mathieu "

J'ai remplacé la valeur 0,5 par des valeurs plus petites et à nouveau j'ai simulé 10000parties.
Avec la valeur 0,19, le jeu semble plus équitable.

Valeurs k qui remplacent 0,5 0,3 0,2 0,15 0,17 0,18 0,19
Victoires de Jeanne sur 10000 parties 6603 5217 4405 4730 4937 5023

Élève 2

Dans ce jeu, c'est comme si dans mon repère ci-contre, on
choisissait un point au hasard dans le carré de côté 1.
Les points marqués d'une croix font gagner Jeanne et les autres
font gagner Mathieu.
Mais il y a plein d'autres points et les points qui font gagner

Jeanne sont placés sous la courbe C d'équation yÆ
0,5

x
.

L'aire de Jeanne est égale à :0,5Å 0,5 ln(2) ¼0,8466.

Pour rendre ce jeu plus équitable, il faut trouver k pour que l'aire sous la courbe d'équation y Æ
k

x
soit

égale à 0,5. On a donc l'équation à résoudre :
Z 1

0

k

x
dx Æ0,5.

On obtient k ln(1) ¡ k ln(0) Æ0,5 mais il y a un problème car ln(0) n'existe pas.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser les productions de ces deux élèves en mettant en évidence la pertinence de leurs
démarches ainsi que leurs erreurs éventuelles. Vous préciserez l'accompagnement que vous
pouvez leur proposer.

2 – Présenter une correction de cet exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 – Proposer deux exercices, sur le thème probabilités , l'un au niveau lycée et l'autre au niveau collège.



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : conjecture et démonstration

L'exercice

Pour tout réel p, on considère la fonction fp dé�nie sur ]0; Å1 [ par fp (x) Æx(p ¡ ln x).

1. Montrer que fp possède un maximum sur ]0; Å1 [, atteint en une valeur xp que l'on précisera.

2. On note Sp le point de la courbe représentative de fp d'abscisse xp . L'af�rmation suivante est-elle
vraie?

Af�rmation : lorsque p parcourt R, l'ensemble des points Sp est une demi-droite.

Les productions de deux élèves de terminale S à la deuxième question

Élève 1

À l'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, j'ai af�ché la trace des sommets des courbes des fonctions
fp :

J'observe que les points Sp sont alignés. L'af�rmation est vraie.

Élève 2

À la première question, j'ai trouvé que x p Æep¡ 1 et donc on trouve la courbe d'une exponentielle.
L'af�rmation est fausse.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser les productions de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles. Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Présenter une correction de la deuxième question de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant
une classe de terminale S.

3 – Proposer deux exercices sur le thème conjecture et démonstration , l'un au niveau collège et l'autre
au niveau lycée. L'un des exercices devra notamment développer la compétence « raisonner ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : géométrie plane

L'exercice

On considère un trapèze, représenté ci-contre : ses bases
sont de longueurs 7 cm et 17 cm. On partage ce trapèze
en deux trapèzes de même aire en traçant un segment
parallèle aux bases. Quelle est la longueur de ce segment?

Les productions de deux groupes d'élèves de cycle 4

Groupe 1
On a construit une �gure dans un quadrillage avec une
hauteur du grand trapèze égale à 10 carreaux.
On remarque que le côté oblique partage chaque carreau en
2, c'est facile de compter tous les carreaux.
On a tracé le trait pour obtenir la largeur du milieu : 13.

Groupe 2
On a reconnu une �gure de Thalès.

GAB est un agrandissement de GCD de rapport
17

7
.

GEF est un agrandissement de GCD de rapport
`

7
.

On a posé aÆaire de GCD.
Comme on a l'égalité des aires des deux trapèzes ABFE et

EFDC, on a écrit :
17

7
a ¡

`

7
a Æ

`

7
a ¡ a.

On a simpli�é et on obtient ` Æ12.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser les réponses de ces deux groupes d'élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez, en particulier, les aides qui pourraient leur être apportées.

2 – Présenter une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe en cycle 4.

3 – Proposer deux exercices, un au niveau du lycée et un au niveau du collège sur le thème géométrie
plane.



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : optimisation

L'exercice

Une maison doit être raccordée, à partir du point A, à un réseau
de gaz situé au point S, à 4 mètres de A horizontalement et à
3 mètres verticalement de B, à l'aide d'une conduite comme
indiqué sur la �gure ci-contre.
La conduite de gaz est schématisée en rouge .

L'installation de la partie de la conduite située à la surface du
sol coûte 300 euros par mètre alors que celle enfouie sous le sol
coûte 750 euros par mètre.
Où placer le point M sur le segment [ AB] pour rendre le coût de
raccordement minimal?

Les productions de trois élèves de terminale scienti�que

Élève 1
Si on enterre complètement la conduite, alors elle est représentée par[AS].
Avec le théorème de Pythagore, on a ASÆ5 m et le coût vaut donc : 5£ 750Æ3750, donc 3750euros.
Si on va jusqu'au point B et que l'on descend verticalement jusqu'à S, alors le coût vaut :
4£ 300Å 3£ 750Æ3450, soit 3450 euros. Plus on ira vers B, moins il y aura de partie enterrée, donc le
coût minimal est obtenu quand M ÆB, soit à 4 mètres de A.

Élève 2

Avec le tableur, je calcule, pour toutes les valeurs possibles de la distance AM (entre 0 et 4 mètres tous
les centimètres car cela suf�t dans la réalité), la distance MS avec Pythagore, puis le coût de la partie
au sol et le coût de la partie enfouie. Le coût minimal total est 3 262,16 euros quand on commence à
creuser à 2,69 mètres du point A.

A B C D E
1 AM MS Coût au sol Coût en terre Coût total
2 0 5 0 3750,00 3750,00
3 0,01 4,99200361 3 3744,00 3747,00
...

...
...

...
...

...
270 2,68 3,27756007 804 2458,17 3262,17
271 2,69 3,277354548 807 2455,16 3262,16
272 2,7 3,26955654 810 2452,17 3262,17

...
...

...
...

...
...

402 4 3 1200 2250 3450

Élève 3
Je pose AMÆx et j'ai calculé la longueur AM+MS. J'obtiens une fonction f (x) Æx Å

p
x2 ¡ 8x Å 25.

Avec ma calculatrice, je vois que la fonction est strictement croissante de 5 jusqu'à 7.
Donc il faut mettre M en A pour avoir le minimum.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser les productions de ces trois élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez l'aide que vous pourriez leur apporter.

2 – Présenter une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 – Proposer deux exercices sur le thème optimisation permettant notamment de développer la
compétence « raisonner ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : problème avec prise d'initiative

L'exercice

Un homme a gardé toutes les bougies de chacun de ses anniversaires depuis son premier anniversaire. Il
lui manque cependant les bougies d'une année où il n'a pas pu le fêter.
Chaque année, il met sur le gâteau autant de bougies que son âge. À ce jour il a conservé en tout 1999
bougies.
À quel âge n'a-t-il pas pu fêter son anniversaire?

Les productions de deux élèves de première scienti�que

Élève 1

J'ai utilisé un tableur avec une colonne « âge »,
une colonne « somme des bougies » et une colonne
« somme ¡ 1999 ». J'obtiens le tableau ci-contre.
Donc il n'a pas eu de gâteau à 17 ans ou à 81 ans.

A B C
1 âge somme somme ¡ 1999
2 1 1 -1998
...

61 60 1830 -169
62 61 1891 -108
63 62 1953 -46
64 63 2016 17
65 64 2080 81
66 65 2145 146
67 66 2211 212
68 67 2278 279

Élève 2

On résout : Sn Æ1999Å x où x est l'anniversaire non fêté et Sn le nombre de bougies d'anniversaire
depuis l'âge de 1 an.

n(n Å 1)

2
Æ1999Å x () n2 Å n ¡ 2(1999Å x) Æ0.

On obtient alors : ¢ Æ1Å 8(1999Å x) Æ15993Å 8x.

Pour x Æ17 on obtient ¢ Æ16129Æ1272.

Donc à 17 ans, il n'a pas eu d'anniversaire.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser les démarches de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs, ainsi que l'accompagnement que vous pourriez leur apporter.

2 – Présenter la correction de cet exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de première
scienti�que.

3 – Proposer deux exercices sur le thème problème avec prise d'initiative permettant notamment de
développer la compétence « communiquer ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : problème avec prise d'initiative

L'exercice

Au début du 19 e siècle, un marchand veut remonter de Sète jusqu'à Toulouse pour vendre sa farine.
Pour cela, il emprunte le canal du Midi qui relie la mer Méditerranée à la Garonne. Ce canal comporte
63 écluses. À chacune d'elles, le marchand doit laisser 1% de son chargement en péage et échanger 5 kg
de farine contre de la nourriture.

1 – Si le marchand part de Sète avec 10 tonnes de farine, combien lui en restera-t-il à Toulouse?

2 – Pour rentabiliser son voyage, le marchand doit arriver à Toulouse avec au moins la moitié de son
chargement de départ. Quelle quantité minimale de farine doit-il embarquer à Sète pour que son
voyage soit rentable à l'arrivée à Toulouse?

Les réponses de trois élèves de terminale scienti�que à la question 2

Élève 1

J'ai rédigé un programme en langage Python.
Pour trouver la quantité minimale de farine, j'ai
programmé une fonction qui calcule le chargement
restant lors de l'arrivée à Toulouse. Puis je suis parti
de 10 000 et j'ai cherché le nombre minimum de kg
de farine pour rentabiliser le voyage.
Le programme af�che 7 589.

1 from math import *
2 def toulouse (a) :
3 for i in range (63) :
4 a = a - 0.01* a - 5
5 return (a)
6

7 a = 10000
8 while toulouse (a) >= a /2:
9 a = a - 1

10 print (a)

Élève 2
N est le nombre de kg à l'arrivée, il faut l'augmenter de 1% à chaque écluse.
j'obtiens N £ (1,01)63 kg puis il faut ajouter 63£ 5 kg pour la nourriture.
On veut que : N £ (1,01)63 Å 315Æ2N, je trouve N ¼2456donc il doit partir de Sète avec le double soit
4 912 kg de farine.

Élève 3
J'appelle un le nombre de kg à la n e écluse. On a donc unÅ1 Æ0,99un ¡ 5 et je dois résoudre u63 ¸

u0

2
.

Ensuite je ne sais pas comment faire.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des trois élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs erreurs.
Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Proposer une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de terminale.

3 – Présenter deux exercices sur le thème problème avec prise d'initiative , l'un au niveau collège,
l'autre au niveau lycée. L'un des exercices devra notamment permettre de travailler la compétence
« raisonner ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : dérivation

L'exercice

Dans un repère, on a représenté graphiquement la fonction f : x 7! x2 Å 1 et le point A(4;0).

Existe-il des tangentes à la courbe passant par le point A?

Les productions de deux élèves de première S

Élève 1

Avec un logiciel, je construis la parabole et une droite variable passant par A. Je constate qu'il existe
une seule tangente, en xÆ ¡0,1.
Je cherche alors l'équation de cette tangente sous la forme yÆm(x ¡ 4). L'équation du second degré
x2 Å 1 Æm(x ¡ 4) doit avoir une seule solution, car il n'y a qu'un seul point d'intersection entre une
courbe et sa tangente. Donc son discriminant doit être nul et j'en déduis la valeur de m.

Élève 2

Je sais que l'équation de la tangente à la courbe au point d'abscisse a est y¡ (a2 Å 1) Æ2a(x ¡ a). Elle
doit passer par A et donc l'équation devient ¡ a2 ¡ 1 Æ2a(4 ¡ a). Cette identité remarquable est fausse,
je ne sais pas continuer.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des deux élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs erreurs.
Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Proposer une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de première S.

3 – Présenter deux exercices sur le thème dérivation , dont l'un au moins illustre une application à une
autre discipline scienti�que.



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : géométrie plane

L'exercice

Le drapeau écossais est constitué
d'une croix de Saint-André blanche
sur fond bleu. La �gure ci-contre est
un schéma du drapeau avec les cotes
utiles à son dessin.
Quelle est l'aire de la partie blanche
du drapeau?

Les productions de trois élèves de troisième

Élève 1

À l'aide d'un logiciel de géométrie, j'ai reproduit la �gure. Je trouve que la croix blanche a une aire de
834,6cm2.

Élève 2
Je commence par calculer l'aire d'une demi-bande blanche
diagonale, en traçant la diagonale du grand rectangle.

L'aire du demi-rectangle est
36£ 45

2
Æ810cm2.

L'aire du triangle RDK est
(36¡ 6)£ (45¡ 6)

2
Æ585cm2.

L'aire de la bande RAEJCKR est2£ (810¡ 585)Æ450cm2.
L'aire de la croix blanche vaut donc le double, soit 900cm2.

Élève 3
Les bords de la croix sont parallèles aux diagonales du drapeau, l'angle µ qu'elles forment avec le côté

gauche véri�e donc tan µ Æ
45

36
et je trouve µ ¼51,34±.

L'aire du triangle bleu de gauche vaut alors (36¡ 6¡ 6)£
36¡ 6¡ 6

2
£ cosµ ¼180cm2 alors que l'aire du

triangle du bas vaut (45¡ 6¡ 6)£
45¡ 6¡ 6

2
£ cosµ ¼340cm2.

Au total, l'aire de la croix blanche vaut 36£ 45¡ 2£ 180¡ 2£ 340¼580 cm2.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des trois élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs erreurs.
Vous préciserez les aides que vous pourriez leur apporter.

2 – Proposer une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de troisième.

3 – Présenter deux exercices sur le thème Géométrie plane, l'un au niveau collège, l'autre au niveau
lycée. L'un des exercices devra notamment permettre de travailler la compétence « raisonner ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : suites

L'exercice

On empile des cubes selon le modèle ci-contre :

1 – Combien de cubes sont utilisés si on construit ainsi dix
étages?

2 – Combien d'étages peut-on construire au maximum avec
2 019 cubes, et combien restera-t-il de cubes?

Les réponses de deux élèves à la première question

Élève 1 (au cycle 4)

1. À chaque étage de cubes, il y a quatre cubes
de plus qu'à l'étage précédent. J'ai utilisé ce
programme de Scratch :
J'ai trouvé qu'il y avait 190 cubes pour dix étages.

Élève 2 (en première scienti�que)

1. Soit un le nombre de cubes utilisés pour construire le n e étage.
Comme pour chaque nouvel étage, il faut ajouter 4 cubes par rapport à l'étage précédent, la suite u n

est arithmétique de raison 4 avec u0 Æ1.

Or u 0 Å u1 Å .. .Å u10 Æ
(1Å 1Å 4£ 10)

2
£ 11Æ231, il faut donc 231 cubes pour faire dix étages.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des deux élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Proposer une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de première
scienti�que.

3 – Présenter deux exercices sur le thème suites. L'un des exercices devra notamment permettre de
travailler la compétence « chercher ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : géométrie dans l'espace

L'exercice

On coupe un cube ABCDEFGHde côté 6 cm selon le plan ( BEG).
On obtient le tétraèdre BEFG.

Combien mesure la hauteur du tétraèdre BEFG relative à la base
BEG?

Les réponses de deux élèves de terminale scienti�que

Élève 1

Je me place dans le repère
³
A,

¡!
AB,

¡¡!
AD,

¡!
AE

´
.

¡¡!
DF (1,¡ 1,1) est un vecteur normal au plan (BEG) donc (BEG) a pour équation x ¡ y Å z Æ0 et la
hauteur passant par F dans le tétraèdre BEFG a pour équation paramétrique :
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La hauteur mesure donc
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Élève 2

Je calcule le volume du tétraèdre : V Æ
1

3

µ
62

2
£ 6

¶
Æ36cm3.

J'ai essayé de calculer le volume d'une autre façon mais je n'ai pas réussi à calculer l'aire de BEG.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des deux élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs erreurs.
Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Proposer une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 – Présenter deux exercices sur le thème géométrie dans l'espace, l'un au niveau collège, l'autre au
niveau lycée.



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : problème conduisant à l'étude de fonctions

L'exercice

La �gure ci-contre représente une portion d'un disque de centre
A et de rayon 1. On fait varier la mesure en radian de l'angle •B AC
dans l'intervalle ]0; ¼].

Déterminer un encadrement d'amplitude 10 ¡ 3 d'une mesure de
l'angle •B AC pour laquelle il y a égalité des aires de la surface
hachurée et de la surface quadrillée.

Adapté du manuel Maths'x terminale S spéci�que programme 2012

Les productions de deux élèves de terminale scienti�que

Élève 1

J'ai posé •B AC Æ® donc l'aire de ABC Æ
B £ h

2
Æsin

³ ®

2

´
cos

³ ®

2

´
.

L'aire du secteur hachuré est égale à l'aire de la portion de disque privé de l'aire du triangle ABC.

Je résous l'équation
®

2
¡ sin

³ ®

2

´
cos

³ ®

2

´
Æsin

³ ®

2

´
cos

³ ®

2

´
.

Je pose f(®) Æ2sin
³ ®

2

´
cos

³ ®

2

´
¡

®

2
.

Avec ma calculatrice graphique,

je trouve une solution entre
¼

2
et ¼.

J'ai écrit un programme en langage python.
Il retourne a Æ3,14082566319585
et b Æ3,141592653589793.

1 from math import sin , cos , pi
2 def f (x) :
3 return 2* sin (x /2) *cos (x /2) -x /2
4 def dicho () :
5 a = pi /2
6 b = pi
7 while b-a >=0.001:
8 m = (a+b) /2
9 if f (m) <0:

10 a = m
11 else
12 b = m
13 return a ,b

Élève 2

J'ai posé xÆ
•B AC

2
donc l'aire de ABC estsin (x)cos(x) et l'aire du secteur hachuré x ¡ sin (x)cos(x).

Je résous l'équation x¡ 2sin (x)cos(x) Æ0.
J'étudie la fonction f dé�nie par f (x) Æx ¡ 2sin (x)cos(x) Æx ¡ sin (2x) donc f 0(x) Æ1¡ cos(2x).
Comme la dérivée est positive, f est strictement croissante.
D'après le théorème de bijection il y a une unique solution.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des deux élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Présenter une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de terminale
scienti�que.

3 – Proposer deux exercices sur le thème problème conduisant à l'étude de fonctions l'un au moins
permettant de développer la compétence « modéliser ».



CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : raisonnement

L'exercice

À tout réel m , on associe la droite Dm d'équation :

(2m ¡ 1)x Å (5¡ m)y ¡ 4m ¡ 7 Æ0.

1 – Montrer qu'il existe un point K appartenant à toutes les droites Dm .

2 – (a) Déterminer m pour que Dm passe par le point A(1;1).

(b) Si l'on se donne un point P du plan, existe-t-il toujours un nombre réel m tel que Dm passe
par le point P ?

Les productions de deux élèves de première S

Élève 1

Avec un logiciel de géométrie, j'ai construit la �gure avec un curseur pour le paramètre m. En faisant
varier m, je vois que :

1. Toutes les droitesDm passent par le point K (3;2).

2. (a) Avec mÆ ¡1, Dm passe par le point A.

(b) Quand m varie, la droite Dm balaie tout le plan donc on peut atteindre tous les points du
plan.

Élève 2

1. Si m Æ0, la droite D0 a pour équation ¡ x Å 5y ¡ 7 Æ0.
Si m Æ5, la droite D5 a pour équation 9x ¡ 27Æ0.
Les coordonnées du point d'intersection des deux droites véri�ent le système

½
¡ x Å 5y ¡ 7 Æ0
9x ¡ 27Æ0

,
½

x Æ3
y Æ2

Donc toutes les droitesDm passent par le point K (3;2).

2. (a) On remplace les coordonnées de A dans l'équationDm et on obtient m Æ ¡1.

(b) Si on fait comme dans la question précédente, on obtient une valeur de m donc il existe
toujours un nombre m tel que Dm passe par le point P.

Les questions à traiter devant le jury

1 – Analyser la réponse des deux élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez l'accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Présenter une correction de l'exercice telle que vous l'exposeriez devant une classe de première S.

3 – Proposer deux exercices, un au niveau lycée et un au niveau collège, qui illustrent différents types
de raisonnements utilisés en mathématiques.


