concours externe
de recrutement de professeurs cerlifiés

L'usage d'instruments de calcul, en particulier d’'une calculatrice électronique de poche
— évenfuellement programmable et alphanumerique — a fonctionnement autonome, non
imprimante, est autoriseé conformement & la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part

importante dans 'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans l'énoncé peuvent étre urilisés par
les candidats pour la suite du probléme.

Tournez la page S.V.P.



OBJET ET NOTATIONS DU PROBLEME

Ce probléme a pour objet I'étude de certaines propriétés des matrices symétriques réelles.

L'espace R" sera muni de sa structure canonique d'espace euclidien, sa base canonique sera notée
& = (e, &5, .., ¢,) etlanorme euclidienne d’'un €lément x sera notée | x|. Relativement a une base fixée, un
élément x (resp. y, etc.)de R”" sera représent€ par la matrice colonne X (resp. Y, etc.) de ses coordonnées
x; (resp. y;, etc.). On appellera plan vecroriel de R" tout sous-espace vectoriel de dimension 2 de R”.

A toute matrice symétrique réelle A, de terme général a;;, on associera la forme bilinéaire symétrique
@, définie sur I'espace euclidien R”, rapporté a sa base canonique &, par

V(x,y) ER*X R", @,(x,y)='XAY = 5 a,xy.
j

i
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On notera Q, laforme quadratique associée a ®, et =, la A-sphére uniré définie dans I'espace euclidien R”,
rapporté a sa base canonique &, par

Z,={x € R Q. (x) ='XAX = 1}.
Une forme quadratique Q sur un espace euclidien E est dite définie positive si et seulement si on a
Q (x) > 0 pour tout x nonnulde E. Dans l'algebre des matrices carrées réelles a n lignes et n colonnes, on

notera S,(R) le sous-espace vectoriel des matrices symétriques et S} (R) le sous-ensemble des matrices symé-
triques A telles que la forme quadratique Q, soit définie positive.

I. Caractérisations de S} (R) liées ala A-sphére unité X,

1.1. Premier exemple.

AN
J3 4

I.1.1. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A .

o) ~
On consideére la matrice symétrique réelle A, = ( ) .

. A , . . , L A0
1.1.2. Donner l'expression d'une matrice orthogonale directe P et d'une matrice diagonale D = (

0 u
telles que A < u etque 'P A, P=D. En déduire que A, appartient a S (R) .

[.1.3. Déterminer la nature de la conique X, etson excentricite.

[.2. Deuxiéme exemple.

On considere la matrice symétrique réelle A, = (

22ﬁ)
202 4/

Démontrer directement que Q,, (x) > O pourtout x de R? mais que A, n'appartient pas a S3 (R).
Déterminer la nature de la conique X

Ay

-
i

[.3. Caractérisation de S} (R) parla compacité de Z, .

Soit A unélémentde S, (R). Démontrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i A appartient a S} (R).
il. Les valeurs propres de A sont toutes strictement positives.

ifi. X, estun compact non vide de R".

Caractériser en fonction des valeurs propres de A lescasou X, estvide.
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Caractérisation de S} (R) par les sections planes de X, .

L4.1. Soit A uné€lémentde ST (R). Démontrer que la restriction de” Q, & un plan vectoriel IT de R”est
une forme quadratique définie positive.

14.2. Soit A un élémentde S, (R). Démontrer que A appartient a S} (R) si et seulement si tout plan
vectoriel de R" coupe X, suivant une ellipse.

II. Sections circulaires de la A-sphére unité =, quand n = 3
Soit A unélémentde S;(R) et A < X, < A; ses valeurs propres.

Cas ot A aune valeur propre triple.

On suppose que A aune seule valeur propre triple : A; = Xk, = A;.

Quelle est, suivant le signe de la valeur propre, la nature de X, ? En déduire que ou bien X, est vide, ou
bien tout plan vectoriel coupe X, suivant un cercle.

Cas ou A a une valeur propre double.

On suppose que A a deux valeurs propres distinctes, une simple et une double : A, = X, < A; ou
Mo<X =2,

11.2.1. Démontrer que X, est invariante par toute rotation d’axe le sous-espace propre A relatif & la
valeur propre simple.

11.2.2. Démontrer que, si un plan vectoriel IT non perpendiculaire 2 A coupait X, suivantuncercle T,
alors 2, contiendrait la surface obtenue en faisant tourner I' autour de A et que cette surface
serait incluse dans une sphére centrée a I'origine. Démontrer que cela est impossible [on pourra
étudier la distance de I'ongine a un pointde X,].

11.2.3. Déterminer, suivant le signe de la valeur propre double, le nombre de plans vectoriels coupant X,
suivant un cercle.

. Casou A n’a que des valeurs propres simples.
q p

On suppose que A a trois valeurs propres distinctes : A, < X, < A,.

I1.3.1. Soit I, le plan vectoriel engendré par les sous-espaces propres relatifs a A, et A,. Démontrer
que si un plan vectoriel II coupe X, suivant un cercle, alors la restriction de Q, a IT N I, est
une forme quadratique définie positive. En déduire qu’une condition nécessaire pour qu'’il existe un
plan vectoriel IT coupant £, suivantun cercle estque A, > 0.

11.3.2. L’espace R’ étant rapporté a une base orthonormale de vecteurs propres de A, justifier que
Ay = A oy — &, — &, x, = 0 estl'équation d'un plan vectoriel IT. En remarquant que

Mt hd+hgd=MLEd+r 3+ 8)+ 0 - Mg - M- M)A

2 2 19

démontrer que, si A, > 0, leplan IT coupe Z, suivant un cercle.

Pour \, > 0, déterminer un autre plan vectoriel TI', distinct de IT, coupant X, suivant un
cercle. :

Tournez la page S.V.P.



11.3.3.
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Etant donné deux plans vectoriels distincts IT et I1', on rapporte R*® & une base orthonormale
(fi, /i, f5) telle que f, appartienne ala droite TI N IT etque f; et f; appartiennent aux plans
bissecteurs de IT et IT. Démontrer qu’il existe (a,B) € R? telque o> + B2 =1, a # 0,

#0 etque & =(af, —Bf, L) (rtesp. & = (af, + Bfi, f;)) soit une base orthonormale de
I (resp. IT).

Exprimer Q. (s{afi = BA) *+ tf) et Q (s(afi + Bfi) + ¢f) en fonction des scalaires s, 7,

a,p etdes w; = ®,(f,f) avec 1 < i < ;< 3. En déduire une €quation de IT N X, (resp.
IT' N X,) danslabase # (resp. &#').

Démontrer que, si ces intersections sont des cercles, on a wu;; = w3 = uy; = 0 et

iy = a’uy, + B2us;. Endéduire que (fj, f5, f;) est alors une base de vecteurs propres de A et
que la valeur propre relative a f; est comprise entre celles relatives a f; et f;.

. Déduire de ce qui précéde qu'il existe exactement deux plans vectoriels distincts coupant X,

suivant un cercle lorsque A, > 0.

I1.4. Exemple.

L'espace R’ estrapporté a sa base canonique. On considére la matrice symétrique réelle

11.4.1.

1.4.2.

11.4.3.

4 -1 0
A,={—1 5 -1
0 -1 4

Démontrer que, pour tout x de R’, ona Q4,(x) 2 3| x||? [on pourra, aprés l'avoir justifiée, se
. ye 2 ., - k] 7 3 . , e 4 .

servir de l'inégalit€ 2uv < «* + v*]. Quelle est la nature geéométrique de l'intersection de X,

avec un plan vectoniel ?

En remarquant que 'équation de X,, peut s’écrire :
d(x3 + x3+ x3) - 2x - x +2x) =1,

déterminer deux plans vectoriels distincts coupant X, suivant un cercle. Y en a-t-il d’autres ?

Déterminer, selon les valeurs du nombre réel A, la nature géométrique de l'intersection de Zas
avec les plans affines d’équation x, = A et 2x, — x, + 2x; = h.

III. Décomposition de Choleski

[II.1. Existence d’'une décomposition.

[II.1.1. Démontrer qu'une matrice A appartient a Sy (R) si et seulement si il existe une matrice

inversible M telle que A ='MM |on pourra diagonaliser A pour établir que la condition est
nécessaire].

11.1.2. Soit ¥ = (v, ¥, .., v,) la famille des vecteurs-colonnes d’'une matrice inversible M. Justifier

que 7 est une base de R". Soit ¥ = (w,, w, .., w,) la base orthonormale obtenue par appli-
cation a la base ¥ du procédé d’orthonormalisation de Schmidt. Démontrer que la matrice de
passage T delabase % alabase 7 esttriangulaire supérieure.

Soit O la matrice de passage de la base canonique & ala base #. Justifier que O est orthogo-
nale et démontrer que M = OT.

111.1.3. Déduire de ce qui précede que toute matrice A appartenanta S} (R) peut s'écrire sous la forme

'TT avec T une matrice triangulaire supérieure inversible.



2.

IIL.3.
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Une application : majoration du déterminant de A.

Soit A un élément de S} (R) et T une matrice triangulaire supérieure telle que A ='TT. On note a;

le terme général de A et ¢, le terme général de T. Démontrer que 0 < % < a; pour tout
ie{1,2,.,n.

Endéduireque 0 < detA < [] a;. Aquelleconditiona-t-on det A = [] a;?
lsisn I<isn

Algorithme de décomposition.

L’espace R" est rapporté a sa base canonique. Soit A un €lémentde S, (R) de terme général a;.

1I1.3.1. Démontrer qu'il est équivalent de trouver une matrice triangulaire supérieure inversible T telle
que A ='TT et de trouver une écriture de la forme quadratique Q, delaforme:

-

VXER" Qax)= 3 (Z ti/'xi)
l1<i<n ‘

IR VA X

avec ; > 0 pourtout i € {1, 2, .., n}.

I11.3.2. Pour n > 2 onidentifie R” avec le produit R X R"~' eton note X la projection sur R”~!
a, -

= Y
L, = —== pour
¢a”

d'un élément x de R". Démontrer que, si a,;, > 0 et si on pose

j€ {1, 2, .., n}, ilexiste une unique matrice A élémentde S,_, (R) telle que :

2
Y x ER", QA(X)=( e
i<j<n

+ Qi (x).

Démontrer que, si A appartient a S} (R), alors A existe et appartienta S7_, (R).

n—1
111.3.3. On considere P'algorithme suivant :

Poser A, =A.

e si k < n etsile terme de la premiére ligne, premiere colonne, de A, est strictement positif,
poser A, ., = A, etrecommencer.

e sinon, arréter.

Démontrer que A appartient a S} (R) si et seulement si l'algorithme s'arréte pour k& = n avec
'unique terme de A, strictement positif. Démontrer qu'on a alors déterminé une décomposition
A ='TT avec T trianguiaire supérieure inversible.

1I1.4. Exemple.

Un entier n 2 1 etunréel a > 0 étant fixés, on applique l'algorithme & la matrice symétrique
A(n;a) a n lignes et n colonnes dont le terme général a;; vaut a si =/, vaut 1 si i=j+ 1 ou
i =j— 1 etvaut 0autrement.

1I1.4.1. Démontrer que, si on parvient a la k-iéme itération, quel que soit x € R” ona:

5

i - 1

QA(IHM) (x) = y (u,-x, + Liv l) + ((1 — -
L 0 o

lsigk i k

Xger @ Y xi+ 2 SoXio X

k+2<i<n k+2<isn

. e ~ 1 : ) .

oules w; sontdéfinispar u; = Jja et u; = [a — —— pour 2 < { < k. Démontrer qu'on a
Ui

Uy > Uy > 0> Uy '

A quelle condition pourra-t-on faire une (k£ + 1)-iéme itération ?
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1I1.4.2. Démontrer que,si a > 2, lamatrice A (n;a) appartienta S} (R) quel que soit n.

111.4.3. Démontrer que, si a < 2, il existe un entier naturel N {a) tel que la matrice A (n; a) appar-
tienne 2 S} (R) sietseulementsi n € N{a). Calculer N (1), N (/2), N(1,9).

[11.4.4. Donner l'expression de la décomposition A (n; 2) = 'TT résultant de 'algorithme.



