23.0.2 J. 5057

concours externe
de recrutement de professeurs certifiés

deuxieme composition de mathématiques

L'usage d’instruments de calcul, en particulier d'une calculatrice électronique de poche
— éventuellement programmable et alphanumérique — & fonctionnement autonome, non
imprimante, est auforisé conformément & la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans l'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans I’énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probleme.

Notations et objectifs du probléme

Dans tout le probleme, & désigne Pespace affine euclidien orienté de dimension 3, E lespace vectoriel
associé, y un élément de I'intervalle [0, 1|, 7 un entier supérieur ou égala 3, Z = (O; el , €,, €;) un repere ortho-
normé direct de &. Les coordonnées des points de & sont définies par rapport a ce repere.

On dit qu’une paire {d,, d,} de deux droites de & est de rapport y §'ll existe des vecteurs directeurs
unitaires #, de d, et u, de d, dont le produit scalaire %, * 1, estégalay.

On appelle gerbe d’ordre n et de rapport y tout ensemble G de n droites de &, concourantes en un
point Q| et telles que toute paire formée de deux droites de G soit de rapport y. Le point Q est appelé centre
dela gerbe G.

Les objectifs du probleme sont la détermination de tous les couples (n, y) pour lesquels il existe au moins
une gerbe d’ordre n et de rapport y et, pour chaque couple de ce type, la classification a une isométrie pres de
toutes les gerbes d’ordre n et de rapport vy.
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A. ETUDE PRELIMINAIRE

A.l. Gerbes isométriques.

A2

A.l.l.

Al2.

Soit G = {d,, .., d,} une gerbe d’ordre net de rapport v, et soit f une isométrie de &.

Montrer que I'ensemble G’ des n droites d| = f (d,), .., d,= f (d,) est une gerbe dont on précisera
le rapport.

La gerbe G’ est appelée la gerbe image de G par I'isométrie f.

Convention : Les gerbes images de G par les isométries de & s’appellent les gerbes isométriques
aG.

Etant donné deux gerbes G et G', montrer que, si G' est isométrique a G, alors G est iso-
métrique a G'. On dira, dans ce cas, que G et G’ sont isométriques.

Exemples de gerbes d’ordre 3.

A2l

A22.

A23.

A24.

A2S5.

Soient d, et d, deux droites de &, de vecteurs directeurs respectifs u, et u,. Montrer que la paire
{d,, d,} est de rapport v si, et seulement si,ona : [, - u,| = y|u,|| [w).

Soit ABCD un tétraedre régulier de &. Montrer que les trois droites (AB), (AC), (AD) forment
une gerbe dont on précisera le rapport.

Soit, dans &, un triangle équilatéral ABC de centre O. Montrer que les trois droites (OA), (OB),
(OC) forment une gerbe dont on précisera le rapport.

L’énoncé suivant : « Si G et G’ sont deux gerbes de méme ordre et de méme rapport, alors G’ est
isométrique a G » est-il exact ?

On considere le point I de coordonnées (1, 0, 0), et ses images J et K par les rotations d’axe

- L - 2n 4w .
O e,), orienté dans le sens de e,, d’angles — et — respectivement.
3 3 g 3 3 p

a. Déterminer les coordonnées de J et de K.

b. Soit un nombre réel het Q le point de coordonnées (0, 0, A).

M | - . o5 " QK
ontrer gque les vecteurs = y= :— ===
rerd . H iea " oK

vérifient :
U-v=v-w=w-u=q(h),
ou ¢ (/) est un nombre réel qu'on exprimera en fonction de 4.

¢. Construire le tableau des variations de la fonction ¢ en précisant les limites aux bornes. En
déduire I'image de ¢.

d. Montrer que, pour chaque choix du réel A, les trois droites (QI), (QJ), (QK) forment une gerbe
dont on précisera le rapport.

e. On considere trois vecteurs u;, v, et w, qu1 sont des vecteurs directeurs unitaires de (QI),
(QJ) et (QK) respectivement. Montrer que, si #, * v, = v, w, = w,* 1, = c,alorsc = @ (h).

f Soit (h, /') un couple de deux nombres réels et soient Q et Q' les points de coordonnées res-
pectives (0, 0, A) et (0, 0, /). Montrer que la gerbe G' = {(Q'T), (Q7), (Q'K)} est isométrique a
la gerbe G = {(QI), (QJ), (QK)} si, et seulement si, ¢ (4 ) = @ (k).



A.3. Exemples de gerbes d’ordre 4, 5 et 6.

B.1.

B.2.

A3.1.

A32.

On considere les points A, B, C, D de coordonnées respectives (1, 1, 1), (— 1,1, 1), (1, — 1, 1),
(1, 1,—1). Montrer que les quatre droites (OA), (OB), (OC), (OD) forment une gerbe dont on pré-
cisera le rapport.

On pose z = ™5 et on note A, A,, A;, A, A; les points du plan (O; ¢, , ), daffixes respec-
tives 1, z, 2%, 23, Z* par rapport au repére (O ;¢ , ) de ce plan.

2 4
a. Calculerlasommez™ 2 + z7!' + 1 + z + Z2 et en déduire la valeur de cos B_E) + cos -53.—[ .
, 2n —-1+/5 4n —-1-/5
Montrer qu'on a cos ? =—2"—-_ et cos ? =T.

b. En prenant I'unité de longueur égale a 4 centimetres, construire a la régle et au compas la figure

formée par les points A, A,, Az, Ay, As. Justifier cette construction au moyen des résultats de
la question a.

¢. Soit Q le point de coordonnées (0, 0, 1/2). Vérifier que les six droites (QO), (QA,), (QA,),
(QA;), (QA,), (QA;) forment une gerbe dont on précisera le rapport (on pourra remarquer
que, pour 1 €i<j<5,onalarelation QA;- QA, = OA;-OA, + 0Q?).

En déduire I'existence d’au moins une gerbe d’ordre 5, puis I'existence d’au moins une gerbe
d’ordre 4 non isométrique a celle qui a été construite en A.3.1.

B. GERBES D’ORDRE 3

Matrice de Gram d’une famille de trois vecteurs.

On appelle matrice de Gram d’une famille (UI , Uy, u;) de trois vecteurs de E, la matrice M = (ap), 1<is3
et 1 <j< 3, des produits scalaires a; = u; - u;.

B.1.1.

B.1.2.

Soit (x;, X,, ;) € R3 et soit v le vecteur x, u; + x,uy + X3us.

X
Démontrer les égalités matricielles suivantes ou X = | x,
X3
W
MX=|u-v| et XMX=|v|2.
Uy v
0
En déduire que MX = | 0 | si, et seulement si, v= 0, puis que M est inversible si, et seulement si,
0

la famille (u;, u,, u;) est libre.

Quelles propriétés de la matrice M permettent d’affirmer que toutes ses valeurs propres sont
réelles ? Déduire de B.1.1. que ces valeurs propres sont positives ou nulles.

Automorphismes orthogonaux transformant une famille libre donnée en une famille donnée.

B.2.1.

B.2.2.

Soient (u1 , Uy, Us) et (u,, uly, %) deux fam1ll_qs de tr01s s vecteurs de E, dont la premiere est libre.
On suppose que, pour 1 <i<j<3,onau;- u; = u Montrer qu’il existe un automorphisme
orthogonal ¢ de E tel que, pour 1 <i<3,onaito (ZZ,) = ZZC—.

o est-il unique ?

Soient (u;, u,) et (u}, u2) deux famllles de deux vecteurs de E, dont la premiere est libre. On
suppose que, pour 1<i<j<2,onauj-u;= u;- u . Montrer qu’il existe un automorphisme

orthogonal o de E tel que, pour 1 <i<2,0n alt o(u) = ﬂ’i .
o est-il unique ?
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B.3. Classification des gerbes d’ordre 3.

B.3.1. Soit G ={d,, d,, d,} une gerbe d’ordre 3 et de rapport vy. Soit z, un vecteur directeur unitaire
de d,.

a. Montrer qu'il existe des vecteurs directeurs unitaires %, et 4, des droites d, et d, tels que

U Uy = Uy Uy = Uy * U . _
Dans la suite de la question B.3.1., on suppose u, et u; choisis de cette maniére, on pose :

1 cc
C=U =1 U =1 u e M=|c1lc|.
ccl
. . s 1
b. Déterminer les valeurs propres de M, et en déduire qu'ona: ¢ = — 5
c. Sic> — o montrer que G est isométrique a I'une des gerbes construites a la question A.2.5.
1 - — — ~ -
d. Onsuppose c=—— . Montrer que u; + u, + u; = 0 (on pourra utiliser B.1.1. avec

2
X, = x, = x; = 1). En déduire que G est encore isométrique a I'une des gerbes construites a la
question A.2.5.
B.3.2. Quel est 'ensemble de tous les réels y€[0, 1] pour lesquels il existe au moins une gerbe d’ordre 3 et
de rapporty ?
Pour chaque y appartenant a cet ensemble, déterminer une famille de gerbes d’ordre 3 et de
rapport vy, deux a deux non isométriques, et telles que toute gerbe d’ordre 3 et de rapport vy soit

: . 1 1
isométrique a 'une d’entre elles (on pourra distinguer les cas YE] 0, > ] et y¢ } 0, 5 }).

C. GERBES D’ORDRE SUPERIEUR OU EGAL A 4

C.1. Groupes finis de rotations de méme axe.
Dans toute cette partie C.1., m désigne un entier supérieur ou égal a 1.
C.1.1. Onnote T le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1. On considére une droite d
de I'espace.
a. Montrer que T contient un unique sous-groupe d’ordre m dont on précisera les €léments.

b. Définir, sans démonstration, un isomorphisme du groupe T sur le groupe R, de toutes les rota-
tions d’axe d. En déduire que R, contient un unique sous-groupe d’ordre m dont on précisera
les éléments.

On note ce sous-groupe R, .
¢. Soit f une isométrie de &, montrer que :
{fooof—l | 0’E}?{d,m} = Rd',m
ou d' est une droite qu'on précisera.
C.1.2. Soient F = {4,, d,, ..., d,}, F' = {d,, d!, ..., d,} deux ensembles de m + 1 droites de &.

On suppose que {d,,..., d,} = {0(d1)|UERd",m}, etque{d,,...,d,} = {t(d'l)ITERd‘(_m}.
Soit f une isométrie de & qui transforme d; en dj, et d;, en d.

Déduire de C.1.1.c. que F' est 'ensemble des images par fde toutes les droites de F.

C.1.3. Soit p la transformation de & définie analytiquement par les formules : x' = z,y' = x,z' = y.
Montrer que {Id,, p, p?} = R, 3 ou dest une droite qu'on précisera.



