'

83-0-1 J. 1062

SESSION DE 1990

CONCOURS EXTERNE

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Dur©eE : 5 heures

REMARQUES IMPORTANTES.

1° Ouire I'énoncé proprement dit, le texte comporte une présentation détaillée de chacun des deux themes
proposés ainsi qu’une définition des objectifs recherchés.

2° Les difficultés du probléme sont graduées et le jury saura apprécier la qualité de la rédaction et toutes les
démonstrations claires et complétes d l'intérieur de chacun de ces thémes.

L’usage des instruments de calcul, en pamculzer des calculatrices électroniques de poche — y compris cal-
cularrices programmables et alphanumériques — a fonctionnement autonome, non imprimantes, est autorisé
conformément a la circulaire n® 86-228 du 28 juiller 1986.

Notations et objectifs du probléme

+ o
Une suite w = (w,),<; de nombres complexes étant donnée. on dit que la série Z w, est convergente
+ o
(resp. absolument convergente) si les deux séries )~ w, et z v_, sont toutes deux convergentes (resp. abso-
n=4 n=1
+ x + .
lument convergentes) et on pose alors Y w, = ) w,+ > w_, . Au cours du probléme. on utilise I'es-
- x

no=0 n=1 + o

pace préhilbertien complexe H, des suites u = (u ),,= » telles que Z b u,1* est convergente. le produit scalaire
de deux éléments « et v étant défini par (ulv) = Z u,v,, lanorme associée étant notée I Il. Le sous-espace

préhilbertien complexe de H, constitué des suites «# de H,, telles que u, = 0 pour tout entier n strictement
négatif, est noté H, .

La premiére partie du probleéme étudie des critéres pour qu'une matrice hermitienne soit définie positive.
A T'exception de la question L4.c. dont le résultat peut étre utilisé dans la question II1.2.c.. la suite du probiéme
est indépendante de cette premiére partie et est consacree a I'étude et a la détermination des spectres, dont la
définition est donnée plus loin, de certains endomorphismes hermitiens positifs inversibles d'un espace préhil-
bertien H. Aprés une bréve étude en dimension finie ou ce spectre est une partie finie de R. la deuxieme partie
en fournit une localisation dans le cas d’un espace H quelconque puis. dans I'espace H, , propose un exemple ou
ce spectre est 'ensemble des points d’une suite convergente de réels et de sa limite.

Les troisiéme et quatrieme parties fournissent enfin, dans le cas de I'espace H,, un deuxieme exemple
dans lequel le spectre s’identifie & un segment de R.
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PREMIERE PARTIE

L’espace prehilbertien considére dans cette partie est C” ou n est un entier donné supérieur a un. Le pro-
duit scalaire des deux vecteurs x = (x,, X%, ..., X,) €ty = (¥, }», -, y,) est défini par :

n

(xly) = Z }kyk;
k=1

la norme du vecteur x est définie par lxll = /{x[x).
Si A est une matrice a coefficients complexes, a n lignes et p colonnes, on note A* = 'A, la matrice a

p lignes et n colonnes dont les coefficients sont les conjugués de ceux de la matrice transposée de A. Une
matrice carrée A est dite hermitienne si A = A*,

Dans ce qui suit, un éiément x de C” est identifié avec la colonne X de ses composantes sur la base cano-
nique et A désigne aussi bien une matrice carrée d’ordre n que 'endomorphisme de € qui lui est associé. Ainsi,
le vecteur Ax, image de x par 'endomorphisme A, s’exprime par le produit matriciel AX et le produit scalaire
(y1Ax) peut s’écrire Y*AX.

La matrice carrée A d’ordre n est dite définie positive si A est hermitienne et si, quel que soit x, élément
non nul de C”, le nombre (x|Ax) (ou X*AX) est strictement positif.

Le déterminant d’'une matrice carrée A est noté det A.

L’objet de cette premiére partie est de dégager des criteres pour qu'une matrice hermitienne A soit défi-
nie positive.

1.1. Etude d’une forme hermitienne sur C.

a. Etant donnés un nombre réel non nul 4, un nombre réel quelconque ¢ et un nombre complexe quelcon-
que b, on pose, pour tout nombre complexe z : T(z) = alzl? + bz + bz + ¢

(On remarquera que T(z) est un nombre réel.)
Montrer que, pour tout nombre complexe Z :

b
z+ —
a

2 ]|2
+c-—b .

2

En déduire, en faisant intervenir les deux nombres a et ¢ —

, une condition nécessaire et suffisante
pour que T(z) soit strictement positif quel que soit le nombre complexe z.
b. Applicarion : Soient a et y deux nombres réels et § un nombre complexe. Déterminer une condition

. . . . . ) . . a
nécessaire et suffisante faisant intervenir a et le déterminant de la matrice [B B} pour que cette
Y

matrice soit définie positive.

1.2. Premier critere de positivité d’'une matrice M.

Dans cette question, M est une matrice hermitienne donnée, d'ordre n supérieur ou égal a deux. On
décompose M sous la forme :

S

v M
ol a est un réel. V une matrice colonne 2 n — 1 éléments et M une matrice hermitienne d'ordre n — 1.

. ' z\ . =
a. En décomposant la colonne Z de C” sous la forme Z = ( 5 ) oll z est un nombre complexe et Z

. . . *
une matrice colonne a2 n — 1 lignes, calculer le nombre complexe Z MZ.
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b. Montrer que la matrice M est définie positive si et seulement si les conditions suivantes sont simultané-

ment satisfaites :
— le nombre a est strictement positif ;
— la matrice hermitienne aM — VV” est définie positive.

(A ceteffet, on utiliseral.l.avec b= V'Z =ZV et c=Z"MZ))

Le processus précédent peut étre itéré. On pose :

M, =M, d =a, V,=V, M =M, M,=dM—-V,V].

Sin 2 3, on décompose M, sous la forme :

_[a ;‘}
M2 [V2~

ou d, est réel et V, une colonne a n — 2 éléments. On construit ainsi par récurrence une suite (M,) de
matrices hermitiennes d'ordre n — k& + 1 (ou k = 1, 2, ..., n) et une suite (d,) de réels liées par les
relations :

d, Vi ~
M, =[VZ Mk], M. = dM; - VkV:-

Pour k = n, M, =[d,] est d’'ordre 1 et le processus sarréte.

c. Montrer que M est définie positive si et seulement si tous les nombres de la suite (d,)

, sontstricte-
ment positifs.

l€ks

d. Rédiger, dans le langage usuel, et en quelques lignes, un algorithme permettant de calculer les
nombres d,, prenant fin au premier nombre d,, s'il existe, qui est négatif ou nul, et décidant si une
matrice hermitienne M donnée est définie positive ou non.

Deuxiéme critére de positivité.

M est toujours une matrice hermitienne donnée d’ordre n supérieur ou égal a deux. On utilise les notations
précédentes.

a. On suppose n = 2; montrer que det M, = det M,.
b. Montrer que si n est supérieur strictement a deux et si d, est nul, alors det M, est nul.
¢. Pour n strictement supérieur a deux et d; non nul, montrer que 4"~ det M, = det M, .

Indication : On pourra multiplier par d, les n — 1 derniéres colonnes de M; ; en ajoutant a chacune de ces
colonnes un multiple convenable de la premiére colonne de M,, on se ramene a calculer un déterminant
dont la premiére ligne ne comporte plus qu'un seul coefficient non nul.

d. Pour n 2 3, en supposant les nombres d, non nuls pour k = 1,2, .., n — 2, montrer que :

d,
dar? di3 o d,,

n= -

det M =

e. On note C,, la matrice formée des p premieres lignes et des p premieres colonnes de M. et A, le déter-
minant de C, . Exprimer, lorsque les nombres d; sont non nuls, A, et A, a l'aide des nombres d; puis,
pour p € {3, ... , n}, exprimer d, en fonctionde d,, d-. ..., d,_, et A, lorsque n > 3 (on pourra appli-
quer [.3.d. a la matrice C,).

f Déduire de ce qui précéde que la matrice M est définie positive si et seulement si tous les nombres de la
suite (A, ), <x< » SONt strictement positifs.
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1.4. Applications.

«. En utilisant le premier critCre, montrer que la matrice M suivante est définie positive :

43 2 1
3 4 3 2
M=1 2 3 4 3
1 2 3 4

b. Le nombre a réel et le nombre b complexe étant donnés, on considére :

— —

1 1 0

M

ol o O

I 2 2
0 2 5
0 0 b

En utilisant le premier critére, déterminer les valeurs de a et de b pour lesquelles M est définie positive.

¢. Soit la matrice réelle A d'ordre n de coefticients a, , définis par a, , =exp (—Ip—gql). Utiliser le

second critere pour prouver que A est définie positive.

DEUXIEME PARTIE

Un espace préhilbertien complexe H €tant donné, on note {xly) le produit scalaire de deux vecteurs x et y
de H et llxll la norme du vecteur x. Un endomorphisme ¢ de 'espace H est dit hermitien (ou auto-adjoint) si.
quel que soit le couple (x, y) d'éléments de H, I'égalité (ep(x)ly = (xl@(y)) est vérifiée. Un tel endomorphisme
est dit positif (resp. défini positif) si. quel que soit x dans H, le réel (g(.x)l.x) est positif (resp. strictement positif
" pour tout x non nul dans H). On désigne par End (H) I'algebre des endomorphismes de H: I'unité de cette
algebre est 'endomorphisme identité de H noté I.

I1.1. Etude du spectre en dimension finie.

Si @ est un endomorphisme de C”, le spectre de ¢ est 'ensemble. noté o(g), des nombres complexes A tels
que @ — Al ne soit pas inversible. L'algebre End (C") est munie de la norme définie par:

plt = sup {Ip(x), lxll < 1}

i

a. Soit @ un endomorphisme hermitien de C". Prouver que le spectre de @ s'identifie a 'ensemble des
valeurs propres de @ et que ce spectre est inclus dans &.

b. On désigne par p(¢) le plus grand module des valeurs propres de ¢. En supposant toujours ¢ hermi-

tien, prouver que llgll < p(g). puis que ligll = po(p). (On pourra utiliser une base orthonormée de
vecteurs propres.)

¢. Donner une condition nécessaire et suffisante. portant sur les valeurs propres de . pour que l'endo-
morphisme hermitien @ soit positif (resp. défini positif). Que peut-on dire dans ce cas de llgll ?

d. On suppose que @ est hermitien positif et inversible ; montrer que @~ ! est également hermitien et posi-
tif et déduire de ce qui précede que o (@) est inclus dans [llg™'1I71, liell].

Dans les questions suivantes, H est de dimension infinie et complet. Le sous-espace de End(H) constitué
des endomorphismes continus de H est une sous-algebre de End(H) que 1'on note #(H). La norme d'un
endomorphisme ¢ continu de H est toujours définie par :

gl = sup {lp(x)l ., x € H . Ixll < 1}

et on admettra que, muni de cette norme, 2’(H) est complet. On admet également la propriété de la norme
du composé de deux éléments de ZZ(H) : ipowll < gl lhypll.

Un élément @ de #(H) est dit inversible dans »’(H) si @ est bijectif sur H et si ¢~ ! est continu. Le
spectre o (@) est 'ensemble des nombres complexes A tels que ¢ — A n'est pas inversible dans 2/ (H).




IL.2.

IL.3.

11.4.

ILS.

Etude d’un premier exemple.

Dans cette question I'espace H est celui. noté H,, du préambule, on admettra qu'il est complet. Soit vy
I'application qui associe a toute suite « de H, la suite notée y, de terme général :

n+1
P u,.

(1pll)71 =
a. Démontrer que ¢ est un endomorphisme de H, , hermitien défini positif et continu. Calculer iy,
b. Déterminer les nombres complexes h tels que y — Al soit non injectif.

¢. Montrer que y — I n'est pas surjectif. puis que, si A n'appartient pas a —+—:1)- A= Nl U {1}

&

¢ — M estinversible dans .Z(H,). En déduire o ().

d. Calculer llp~'ll et vérifier enfin que o (y) < [y~ "I, llpll].

Premiéres localisations du spectre de ¢.

Un espace préhilbertien complet quelconque H étant donné. on considere un élément fixé @ de Z(H).
Les puissances successives de ¢ par composition sont notées @* (avec @” =1 et @' = ).

+

a. Montrer que si un nombre complexe donné z vérifie Iz} > ligl, lasérie 5° z~ * @* converge norma-
k=0

lement dans #(H). En déduire que ¢ — zI est inversible dans #(H) et que o (@) est inclus dans le
disque fermé de centre O et de rayon iqll.

b. Onpose K = ligp — Ill. Prouver que o (¢ ) est inclus dans le disque fermeé de centre 1 et de rayon K.

Réalité du spectre d’un endomorphisme hermitien.

Soit @ un endomorphisme hermitien appartenant a % (H).
a. Montrer que. pour tout élément x de H et pour tout nombre réel A, g (x) + iAxl* < (l@ll> + ) lxh2,
En déduire l'inégalité llgp + iALIF < dqh* + A%,

b. Prouver que si le nombre = n'est pas réel. ¢ — I est inversible dans #(H). A cet effet. on posera
z=a + if et on montrera. en utilisant I1.3.a., que si ¢ — I n'est pas inversible dans 2#(H).
alors pour tout nombre réel A. o + (B +A)° < llp + iAll =. En déduire que le spectre de ¢ est
inclus dans R.

Cas d’'un endomorphisme hermitien et inversible.

Soit ¢ un élément donné de ¥ (H) hermitien et inversible dans 2 (H).

a. Prouver que @' est hermitien ct déduire de ce qui précede que o(g™') est inclus dans
[— W™ g™ MUl

b. Prouver qu'un nombre réel A appartient a o (@) si et seulement si son inverse appartient a o (@™ ").
Montrer que ligfl g~ 'l > 1 et déduire de I'étude précédente l'inclusion suivante :

o(@) C [~ gl , —lep™ = JU [lg= =", ligl].
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TROISIEME PARTIE

L'espace préhilbertien utilisé dans cette partie et la suivante est celui H, du préambule. On admet qu’il

+
est complet. Le sous-espace des éléments u de H, tels que )" lu,| converge est noté V et, pour u élément de
+ @ -
V,onnote llull, = 5 lu,l.

- @

[il.1. Construction d’éléments de 2 (H,).

Dans cette question u est un €lément fixé de V.

a. Soit v = (v,),<z une suite bornée de nombres complexes.

+ @
Prouver que, pour tout entier n fixé dans Z, la série )" u,v,_, est convergente. Sa somme est
-

notée w,.

b. Les hypotheses restant les mémes, prouver a I'aide de 'inégalité de Cauchy-Schwarz que, pour tout
P P
entier positif P, > UV, < hully Y lwllv,_ 1% En remarquant que la. série

12
1
p=~-P t p=-P

P
+ o

> | u, 1] v,-, |* estconvergente, montrer que, pour tout n:

-

+
2 2
w2 < lully, 50 luyllv, 1%

]
c. Prouver que, pour tout entier positif N et pour tout élément v de H, :

N
S Iw 2 < ludlf v,

n= -N
En déduire que si v est un élément de H,, il en est de méme de w, et donner une majoration pour la
norme liwll.

d. Soit @, l'endomorphisme de H, qui a v associe ainsi w. Prouver que ¢, ¥(H,) et que
ol < lul,.

Dans tout le reste du probléme, u désigne la suite de terme général u, = e™'" et @, l'endomor-
phisme qui lui est associé. On se propose d’étudier complétement ce deuxieme exemple.

II1.2. Symétrie et positivité de @,,.

Pour tout entier relatif X, on note 8* I'élément de V défini par 8% =0 sin # k et 8§ = 1. Pour tout v,
élément de H, et pour tout entier positif N, on note v~ I'élément de H, défini par :

+N
W= 3" v, ",

- N
a. Prouver que la suite de terme général v™ converge vers v dans H,.

b. Prouver que, pour tout couple d'entiers (p, k) de Z. (8”1, (8%)) = (¢,(87) 1) et en déduire a 'aide
du résultat précédent que @,, est hermitien.

c. A Taide de la question L.4.c., prouver que les nombres (¢, (v¥)! vV) sont positifs et en déduire que @,
est positif.



IL.3.

Iv.1.

Iv.3.

Inversibilité de ¢, dans 2 (H,).

+ o

a. Soit v € V. Prouver que 3 v,e™, série de fonctions de la variable réelle ¢, converge normale-

mentsur R et que la fonction somme F, est 2n-périodique et continue sur R.
b. Quelle est la fonction F,, associéea w = @, (8 )ouveE V?
¢. Solent v et v deux éléments de V. Montrer que @,(V) = @;(V).

d. Soient v et v deux €léments de V, comparer @,(V) a la suite des coefficients de Fourier de F,F, (on
calculera ces coefficients en utilisant le développement en série de Fourierde F,).

c 1
e. Calculer F, et montrer que F (7) # 0 pour tout réel ¢. En remarquant que — est un polyndme tri-
gonomeétrique, déterminer I'élément & de Vtelque F;F, = 1. F,

f Enutilisant b) et ¢) ou d), montrer que, pour tout entier kK € Z, PP :(8%) = 8% et en déduire que ¢,
est inversible dans . (H,), d’inverse @,.

QUATRIEME PARTIE

On poursuit ’étude du spectre de I'endomorphisme @,,.

Localisation de o ().
a. Calculer ll ull, et il 2li, et en déduire des majorations de ll @, i et de i '1l.

b. Calculer llu — 8°ll,, en déduire une majoration de ll@, — Ill puis, en utilisant I1.3.5. et IL5.5.,
prouver que :

(@) C le -1 e+1

Pu e+1 7 e—-11
Pour la fin du probléme, o étant un nombre réel et p étant un entier strictement posmf on note v*?
ou plus simplement v [’élément de V défini par v, inesi lnl < p et v, =0 si Inl> p. On

pose également :
w=gq@, v - F (- a)y ot Ff-a)= Z e=!nlg=ina_

. Majoration de Il wil.

On suppose a et p fixés.

a. Montrerque.si n> p, lw,| < 5 e~ *. En déduire qu'il existe un réel K, indépendant de p tel
+ k=n—p
que Y Iw,l? <K,.
n=p+1 n=p-1
b. Montrer quesi0 < n< p. lw,l < Y &+ Y e % En déduire quil existe un nombre
- © n-p=l

p
réel K, indépendantde p telque 5 Iw,1? <K,.
n=Q
c. Etudier, sans nouveaux calculs, le cas n < 0 et prouver qu'il existe K tel que, pour tout entier positif p,
Twil < K.

Détermination du spectre de @, .

Les éléments v et w précédents sont plus précisément notés v*-# et w™?,
s we?
et y? = .
harn 5T ver

a. Soient x? de norme 1 et y? les éléments de H, définis par x# =

Prouver, a étant toujours un réel fixé, que lim y?=0.
p - a0
En déduire que, quel que soit o, F, (— a) € o(p,).

e—1 e+ 1
e+l " e—-1

b. Déduire de ce qui précede I'égalité: o(e,) =



