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SESSION DE 1987

DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DuREE : 5 heures

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans Uappréciation des copies. Les résultats indiqués dans Uénoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

L’usage des instruments de calcul, en particulier des calculatrices électroniques de poche — y compris
calculatrice programmable et alphanumérique — i fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisé
conformément a la circulaire n® 86-228 du 28 juillet 1986.
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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEME

-
On se place dans le plan complexe, rapporté & un repere orthonormal (0 ; E?, 82)’ et on
note C le cercle de centre 0 et de rayon 1. Pour tout nombre réel t, on note Mt le

point de C d'affixe elt.On suppose donné un entier naturel nx1.
Pour toute partie S de C ayant n éléments A1,A7,...An dont les affixes respectives sont
815855 e0e8 ., ON désigne par PS(X) le polyndme & coefficients complexes défini par la

relation

(1) PS(X):(X—aT)(X-aZ) ...(X—an),

et on désigne par fS la fonction définie sur[R par la relation
— — —
(2) Fo(t)= AP AN ....l[Ath" .

L'objectif du probléme est d'étudier les périodes de la fonction FS’ ainsi que son

maximum, selon la nature de la configuration géométrique S:{A1,A2,...,An}.

I - ETUDE DES PERIODES DE‘fS.

On désigne par GS 1'ensemble des périodes de fS’ c'est-a-dire des nombres réels o

tels que, pour tout nombre réel t, fS(t+a):fS(t).
Pour tout nombre réel b>o, on note b2 le sous-groupe du groupe additif Kconstitué

des nombres g b, ol q parcourt Z

1. Etude de fLa correspondance entre S,fe et pe.

a) Montrer que, pour tout nombre réel t,

it
(3) fe(t)=|Psle” ).
En déduire que 27 est une période de FS'
b) Caractériser les points Mt tels que fS(t):o.
c) Soient S et T deux parties de C ayant n éléments.,

Prouver que PS=PT si et seulement si S=T et que fS:f‘T si et seulement si S=T,
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2. Efget d'une notation sur S.

Soit a un nombre réel, rala rotation de centre 0 dont 1'angle admet o pour

mesure, et Sa:r S) 1'image de S par Ty

a(
a) Calculer 1'affixe du point ra(Aj)'
b) Prouver que
) - 1ncx P —iC!
PsQ(X) e S(Xe ),

et que, pour tout nombre réel t,

fe (t)=fc(t-a).
Qa

3. Caractérisation des périodes de fo-

Soit o un nombre réel. Prouver que les trois propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

a. le nombre o est une période de Fq H
ing -ia)

b. PS(X)=e PS<Xe ;

c. la partie S est globalement invariante par la rotation T c'est-a-dire ra(S)zs.

4. Stwucture du groupe des périodes G-
a) Prouver que GS est un sous groupe du groupe additif‘ﬂ?et que GS contient bwiz.
b) Pour tout élément j de ﬁ,nl, on désigne par eJ. 1'unique élément deE],Zﬂ[ tel
que aj:ei?j, et on suppose que les points A1""’An sont rangés de telle sorte
que e1<62 <...<6n.
Montrer que si fS admet une période o appartenant éi]O,Zn[, alors il existe un
élément j de[%,n tel que a=ej—61.
c) En déduire que GS admet un plus petit élément strictement positif, noté o

Montrer que GS:ccSZ.

d) Prouver que Og est de la forme 0g= %E,OD Pg est un entier strictement positif,

S .

ina
S=

e) A l'aide de la question 3, montrer que e 1.

2n

Prouver finalement que o, est de la forme q.=
S S Pg

, ol Pg est un diviseur de n ;

en particulier aq}-%n .



II

5.

Caractérisation géométrique du cas og= %— .
On suppose que n32.

a) On suppose que S:iest un polygone réqulier convexe, c'est-a-dire de la forme

:r2n

n

S:{A1,A2,...,An}, ou pour tout j€[i,n-1], A

(Aj)'

Calculer PS(X), fS(t) et ag.
A cet effet, on pourra se ramener au cas ol 8121, et montrer alors que PS(X):Xn—1.

2 . . . . .
b) Prouver aque 0g= o si et seulement si S:{A1,A2,.‘.An}est un polygone régulier

convexe.

Caractérisation géométrique des cas od ag<2m.

Pour chaque cas étudié, on fera une figure, en orenant 4cm. pour unité graphique.

a) Lorsque n est un nombre premier, caractériser les configurations S tels que u5<2n.

b) On suppose que n=4. Caractériser les configurations S telles que a.<2m, en dis-

S

tinguant deux cas selon que psza ou pg=2.Préciser alors la forme de PS(X).
c) Etudier de méme le cas ol n=6, en distinguant les cas pS=6, pS=3 et pS=2.

d) Soit plus généralement p un diviseur de n, ol p#1. Caractériser les configurations
S telles que %E soit une période de FS s caractériser aussi cette propriété 2a
1'aide du polynbme PS(X). Parmi ces configurations, caractériser celles pour

lesquelles Og=

2n
p

ETUDE DU MAXIMUM DE FS'

On désigne par En l'ensemble des parties S de C ayant n éléments. Pour tout élément

S de En, on note FS la fonction qui, 3 tout point M de C, associe

Fo(= W I NAFN ... AT

1. Etude du maximum de FS.

a) Prouver que la fonction FS est continue bornée sur nl , et atteint sa borne
supérieure, notée KS’ en au moins un point t deE),Zn[.
b) Etablir que

Kg= Sup Fo(M).
MeC : Tournez la page S.V.P.
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c) Prouver que pour toute rotation Ty

Ksa:KS, ol Sa:ra(S).

. Majoration de K.
a) Prouver que, pour tout élément S de £

n
(4) Kog2'.

b) Ftablir que

(5) | sup KS:Zn.
Set

Existe-t-il un élément S de En tel que KQ:Zn?

Dans toute la suite, on suppose que n32.

. Caleut de K. Lorsque S est un polygone régulbier.

2ijm

a) Prouver que si pour tout élément j deEJﬂuﬁg, aj+1: e n , alors pour tout
nombre réel t,
. nt
fe(t)= 2|sin 5=|.

Construire la courbe représentative de fg sur l‘intervalle[@,Zn dans le cas ou n=3,

b) En déduire que, si S:{A1,A2,...Ankest un polygone régulier convexe, alors K.=2,

S
et montrer qu'il existe exactement n points 81,82,...Bn de C tels que FS(BJ)=2.
Indiquer comment le polygone{é182,...,8n}se déduit du polygone S.

Lorsque n=3, placer sur une figure les pointsA1,A2,A3 et B1’BZ’BB’

. Caleul des coefficients d'un polyndme en fonction de ses valeurs sur Les racines

de L'unité,
Soit P un polynfme & coefficients complexes de degré n et dont le coefficient de X"
est égal a 1. On écrit P sous la forme

n-1 n-k

n
P=X"4b X" ek b Xl b

-1
- 2ijm
Pour tout élément j deLP,n-l], on pose Zj+1= e n

a) Pour tout entier naturel k, calculer la somme

k+zk+ +zk
21 2 LN ] n.

On distinguera deux cas selon que k appartient a n:ZZOU non,



b) En déduire que,

(6) n{b +1)=P(z.)+P(z. )+...+P(z )
o] 1 2 n
et que, pour tout élément k de[?,n—l],
K k k
(7) n bn—k_Z1P(ZT)+ZZP<ZZ)+'"+ZnP(Zn)'

. Max{mum de fLa somme de n nombres complexes.

Soit K un nombre réel strictement positif et AW’A2’°"AH des nombres complexes non
nuls tels que, pour tout élément j de[T,n7 , IAJ|§K.

Montrer que
D N KL

avec égalité si et seulement si, pour tout j, [XJI:K et X1:A2:...:Kn.

On pourra d'abord caractériser les cas ol |X1+...+Xn|:[X1|+...+|Xn‘.

Minoration de KS‘

Soit S un élement de En'

a) Calculer PS(O) en fonction de 81585504058 . Que vaut |PS(D)(?

n

Montrer qu'il existe une rotation T, telle que PS (0)=1.
o

b) On se place dans le cas ou PS(O)=1.
En utilisant les résultats établis aux questions 4 et 5. Démontrer que 2§Kg et que
Kg=2 si et seulement si,pour tout J,|PS(2J.)|:KS et PS(Z1):PS(22):°“=PS(Zn)'

En déduire que si K =2, alors Ps(x):x”+1.

c) Etablir finalement que, pour tout élément S de En’ KS%Q, et que KS:Z si et seule-

ment si S est un polygone régulier convexe.

Lien entre Le maximum Ke et La pérdiode Pg-

Pour tout diviseur p de n, p#1, on note En p 1'ensemble des élements S de En tel que
?

p S’

Calculer les nombres

Sup KS et Inf KS'

Seb SeE
€ n,p € Nyp



