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Intégrales-Primitives

Questions

Exercice 1

Soit f une fonction continue sur R. Alors
1) @+ [ f(t)dt est une primitive de f?
2) Toute primitive de f est de la forme = — f;f) f(t)dt.

Exercice 2

Soit f : R — R continue et F' une primitive de f sur R.
a) Si I est paire a-t-on f impaire? Si f est paire a-t-on F' impaire ?

b) Si F est T-périodique a-t-on f T-périodique? Si f est T-périodique a-t-on F' T-
périodique ?

Un peu de calcul

Exercice 3

(i) Calculer [ costsin®tdt.
(ii) Calculer [ cos*tsin®tdt.

Exercice 4

Soit f : [a,b] — R continue telle que pour tout = € [a,b], f(a +b—z) = f(z). Montrer

que . .
/a zrf(x)de = a;rb/a f(z)dz.




Positivité, Formule de la moyenne...

Soit f :[0,1] — R continue telle que fol f(t)dt =
Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 6

Soit f : [0,m] — R continue. Montrer que si [ f(¢)sintdt = 0 alors il existe a €]0, 7
tel que f s’annule en a.

Exercice 7

Soit f continue sur [0, 1] et telle que, pour tout entier k = 0,1...,nona fol t* f(t)dt = 0.
Montrer que f s’annule au moins n + 1 fois sur [0, 1]
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Limites d’intégrales

Exercice 8

Soit f :[0,1] — R continue. Montrer que fol t"f(t)dt — 0.

Soit f:[0,1] — R de classe C''. Pour n € N, on pose I, = [ f(t)sin(nt)dt.
Montrer que I,, — 0.

| Exercice 10]
On suppose que 7™ = ¢ avec a,b € N*.

a) Montrer que la fonction polynomiale P,(z) = La"(bx—a)™ et ses dérivées successives
prennent en 0 et en 7 des valeurs enticres.

b) Pour n € N*, on pose I, = [ P,(t)sintdt. Montrer que I,, — 0.

c) Conclure.

’Exercice 11\
Soit f: Ry — R continue. Déterminer lim, o+ % fox f(t)dt.

| Exercice 12|

1) Déterminer lim, o+ f;z #dt.
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2) Déterminer lim,_, fx Slnttdt di.



Fonctions définies par une intégrale

’Exercice 13‘
Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que les fonctions suivantes sont déri-
vables et calculer leur dérivée :

a) x> [ f(t)dt,
b) @ [ xf(t)dt,
¢) x— [ f(t+ z)dt.

| Exercice 14|
Soit f(t) = St pour ¢ # 0 et f(0) = 1. On pose F(z) = [ f(t)dt.
a) Montrer que F' est bien définie et étudier la parité de F'.
b) Justifier que F est dérivable et calculer F'(z).

c¢) Dresser le tableau de variations de F'.

| Exercice 15|
Soit f: R — R de classe C*. On pose F(z) = o= [* f(t)dt.

a) Donner le domaine de définition de F'. Montrer que F' peut étre prolongée par conti-
nuité en 0.

b) Montrer que F' est dérivable sur R* et calculer F'(z).

c) Montrer que F' est dérivable en 0.




Suites définies par une intégrale

’Exercice 16‘
Pour n € N, on pose [,, = [{(Inz)"dx.

a) Calculer I et I;.

b) Etablir une relation entre I,, et I,,,1.
c¢) En déduire que Vn € N, 0 < [,, < 5.
d) Déterminer lim [,, puis un équivalent de I,.

| Exercice 17|

1 dx
0 1+4+azm"

Pour n € N, on pose u,, =
a) Calculer ug, u, us.
b) Montrer que (u,),en est une suite strictement croissante.

)
c¢) Calculer lim,, . .
)

d) Etablir,
1 n In2 1 1
Vn € N* / vde 2 —/ In(1 + z")dz.
o 1+an n n Jo

¢) En déduire que u, =1 — 22 40 (1),

Sommes de Riemman

’Exercice 18‘
Déterminer les limites des suites de terme général
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’ Exercice 19 ‘

Déterminer un équivalent simple de > _, VEk.



