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1) On sait que si A et B sont deux événements alors P (AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Soit alors Ay, Ay et Az trois éléments de Z(€2).

P(AjUAUA3) =P ((A1UA) U As3)
= P(Al U AQ) + P(Ag) — P(Ag N (Al U AQ))
=P(A;) + P(Ag) —P(A1 N A2) + P(A3) — P((As N Ay) U (A3 N Ag))
=P(A1) + P(As2) + P(A3) —P(A1 N Ag) — [P(A3N A1) + P(A3N Ag) —P(As N A; N Ag)].

La formule annoncée en découle.

2) Par récurrence. Pour n € N\{0, 1}, notons &7, la propriété : « pour toute famille (A;)1<i<n d’événements,

P(UA1>:ZP(A1)+—|—(—1)]€+1 Z ]P)(Ailﬂ-"ﬂAik)—l----+(—1)n+1P(Alﬁ---ﬂAn)))
i=1 =1 1<i1<ip << <n

e (initialisation) Pour deux événements A; et As on a P(A4; U As) = P(A;) +P(A2) —P(A1 N Az) donc P
est vraie.
o (hérédité) Soit n € N\{0,1} fixé. Supposons &, vraie et montrons qu’alors 2, est vraie. Soit

(Ai)i<i<n+1 une famille d’évenements. D’apres Hs,

P <n01 Ai) =P (O AU A”“) =P (CJ Ai) + P(An1) - P <(O A;) N An+1>
i=1

i=1 i=1 i=1
n
=P U A | +P(Apt1) (U (A; N Apt ) par distributivité de N par rapport a U
=1 =1
On peut alors appliquer ’hypothése de récurrence sur le premier et le troisieme terme du second

membre.
n+1 n

. (U A") S UPA) e (DS P4 0N A) e (—1)TR(A 020 Ay)
i=1 i=1 1<i1 <ig < <ip<n

+]P)(An+1) _ZP(AimAn+l) — e = (—1)k+1 Z ]P)(A“ - ﬂAik ﬂAn+1) — ...
i=1 1<i1 << <1 <N

—(=1)"MPAI N N AN Apgr)

On effectue un changement d’indice (k' = k + 1) dans la seconde somme :

P(sz‘h‘) :zn:IP’(Ai)+m+(—1)k+1 Z P(Ay, N---NA) 44 (=1)"P(4A NN A4,)

1<ii << <ip<n

HP(Api1) = D P(A; N Apy) + -+ (—1)FH 3 P(Ay NN A, N Apgt) + ...
=1 1< <io<-<ip 1 <n
+(=1)"P2P(A N -NA, N Appr)
n+1

:Z]}D(Ai)+...+(—1)k+1 3 P(A;, NN A+ + (1) P(A N0 Ay)

1<i1 <ia < <ip<n

— > P(A;, N Agy) + -+ (—1)FH > P(A;, N N A, NA;)
1<i1<n et i9=n+1 1<i1 << <@g _1<n et ig=n—+1

+o A (=D)PPPP(AI N N AN Aprr)
n+1

N P(A) o+ (DY P(A;, N0 Ay) + -+ (1) 2P(A N - 1 Apy)

1<i1<io<--<ip<n+1



o (conclusion) D’apres le théoreme de récurrence on a donc, pour tout n de N\{0,1}, pour toute famille

(Ai)1<i<n d’événements,

P (O Ai> = En:]P(A,-)Jr- S (-DEE Y P(A, N---NA, )+ -+ (1) TP(A NN Ay).
=1 =1

1<i1<io< < <n

3) Une modélisation est indispensable...
Modélisation 1 On numérote les joueurs de 1 a 3, les couleurs de 1 a 3 et les jetons de 1 a 24. Une
répartition peut alors étre vue comme un 24-arrangement (ji, ..., jo4) de 'ensemble des jetons (le joueur
1 recevant les jetons ji a jg, le joueur 2 les jetons jg a ji7 et le joueur 3 les autres). La répartition
s’effectuant au hasard, on munit I'ensemble Q de ces 24-arrangements de la probabilité uniforme P. On
a Card(Q) = A%} = 24!.
Si I'on note A; l’évéénernent « Le joueur n°i a 8 jetons de la méme couleur », on cherche a calculer
P(A UAUA3) => P(4;) — > P(AiNA)) + P(A1 N AN As).
i=1 1<i<5<3
e Pour i € {1,---,3}, P(A4;) = P(A1) = P(C1 U Cy U C3) ou C; est 'événement « Le joueur n°l a 8
jetons de la méme couleur i ». C; est constitué des 24-arrangements (ji,...,j24) ou (j1,...,Js) est
un 8-arrangement de l’ensemble des jetons rouges et (jo,...,j24) un l6-arrangement de I’ensemble

des autres jetons. On a donc Card(C) = 8!16!. Cy et C5 ayant le méme cardinal et la réunion étant

.8!16!
disjointe, on a finalement Card(A4;) = 3 Card(C}) et P(A;) = %

e De méme, pour 1 <7 < 5 < 3, ]P)(Az N Aj) = ]P)(Al N Ag) = P(CLQ U 01,3 U 0271 U 0273 U 03’1 U 03’2)

ot, pour i # j, C;; est 'évenement constitué des 24-arrangements (ji,...,J24) ot (ji,...,78) est
un 8-arrangement de l’ensemble des jetons de couleur i, (jo,...,Jj16) un 8-arrangement de I’ensemble
des jetons de couleur j et (j17,...,J24) un 8-arrangement de I’ensemble des autres jetons. On a donc

6.8!8!8!
Card(C; ;) = 8!8!18! et P(A; N Ag) = YR
e Il est clair que A1 N Ay N A3 = A; N As.
3.8!16! 6.8!8!8! 1 2
nalement, P(A; U 42 U 3)9 30?; 241 241 81719 9 x 81719 x 2145
it P(AyUAgUA3) = —————— ~1,22107°.
soit (A1 U A2 U As) = 1o7megrsgs = 1

Modélisation 2 On voit une répartition comme un triplet (Ji, Jo,J3) ot J; est une partie a 8 éléments
de lensemble J des 24 jetons, Jy une partie a 8 éléments de J\J; et J3 = J\(J; U J3). La répartition
s’effectuant au hasard, on munit ’ensemble Q de la probabilité uniforme IP.
On a Card(Q) = (3)(%). En effet Q = U U {(A,B,J\(A U B)} et donc
AcJ,Card(A)=8 BcJ\A,Card(B)=8
Card(Q) = > > Card ({(A, B, J\(AUB)}) = > > 1
AcJ,Card(A)=8 BcJ\A4,Card(B)=8 AcJ,Card(A)=8 BcJ\A,Card(B)=8
Avec les notations précédentes, on a C1 = {(R, Jo, J3), Jo C J\R, Card(J2) = 8 et J3 = J\(RU J3)} ou
R désigne I'ensemble des jetons rouges. On a alors Card(C) = (') et donc P(4;) = 3. (25)8()16) = 3'24'6'
8/\8 :
De méme, C 2 = {(R,V, B)} donc Card(C12) = 1 et on en déduit rapidement P(A4; N Ay) = (7
6.8!8!8!
P(A;1 N As) = .
(AN A2) = =55

On obtient bien siir le méme résultat final.

soit

4) On numérote les N personnes (ainsi que leur smartphone) de 1 & N. Une redistribution est alors un
N-arrangement (¢1,...,tx) ou t; est le numéro du téléphone récupéré par la personne n°i. L’ensemble
Q des redistributions est alors de cardinal AY = N! (c’est le nombre de permutations de I’ensemble des
smartphones). La redistribution s’effectuant au hasard, on munit Q de la probabilité uniforme P.

Notons Ay I'événement « la personne k récupeére son smartphone ». On cherche p = P(A; UAsU...UApN).



Card(A;)
Card(Q2)

est un (N — 1)-arrangement de {2,..., N}. On a donc P(4;) =

Or Vk, P(Ag) =P(A4;) = et A; est constitué des N-arrangements (1,%2,...,tx) ou (t2,...,tN)

(N-1)! 1 & N
=N (donc ZZ;]P’(Al) =1).

N —2)! N\ (N —2)! 1
De méme, P(A;, N Ag,) = P(A1 N Ag) = g done Z P(A; N Aj) = ( ) _ 4
N! LTI 2 N! 2!

puisqu’il y a autant de couples (i, j) tels que 1 < i < j < N que de parties & 2 éléments de {2,...,N}.

(N —r)!

Plus généralement, pour 1 < r < N, P(Ag, NAg,N...NAg, ) =P(A1N---NA,) = N - car AjN---NA,

est constitué des N-arrangements (1,2,...,7,tr41, -+ ,tN) OU (tr41,...,tn) est un (N — r)-arrangement
N\ (N —r)!

de {r+1,...,N}. On en déduit E P(Ag, N A, N...NAg,) = ( >( r)
r

|
1<k <ko < <kr<N N
y a autant de r-uples vérifiant 1 < ky < ko < --- < k, < N que de parties a r éléments de {2,..., N}.

= puisqu’il
r!

On a finalement :

1 1 N1 L
+o0 " N "
On sait d’autre part que pour tout réel x on a exp(x) = Z — = lim Z — et en particulier
) n! N—-+oo0 7= n!
1- % + % — % - ...+ (—I)N%w e~ !. La probabilité qu’au moins une personne récupére son

1
téléphone tend donc vers 1 — — = 0,632.
e



