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’Partie 1 : Convergence et calcul‘

sint
1) f:t— 4 est continue donc localement intégrable sur |0, +o0].

e f est prolongeable par continuité en 0 (f(0) = 1) donc / f converge.
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e Soit X > 1.t — —cost et t — $ sont de classe C*' sur [1,X] donc (théoréme d’intégration par

X cost]® (X cost cost]X cos X cosl
parties) / f(t)dt = {—} —/ —5— dt. Or d’une part, {—} = — + x=F=> C0s1
1 t 1 1 t 1 X 1
, cost 1 +oo dt +2 cost )
et d’autre part 2 < o) et ) converge donc 2 dt converge absolument. Par suite,

X 400
/ f(t) dt a une limite finie quand X tend vers +o00 et donc / f converge.
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2) Il est clair que Jy = —. Soit n € N. f : t — est continue sur [0, 5] (en posant f(0) = 2n+1)

dt.

On a donc J, 11 — Jp, = /2 2 cos(2n + 2)tdt (puisque sin p — sin ¢ = 2sin P9 .2 —; q) et par suite,
0
sin(2n 4+ 2)t1]?2
Int1 — JIp =2 {(H} = 0. Finalement, J,11 = J, et donc : Vn € N, J,, = E.
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a) ¢ est clairement de classe C" sur |0, 7] et on a Vt €]0, ], ¢(t) = ry 5o 2 = g f est donc
sin
prolongeable par continuité en posant ¢(0) = 0.
1  cost —sin?t+t?cost Lt te(d) 1
De plus, V¢ €]0, 2], ¢'(t) = —— = d '(t) = 8 S— — =
¢ Ps 1031, ¢'(1) 2 sin?t t2sin?t one ¢(¢) t2sin’t 0 6

Par suite ¢ est bien de classe C* sur [0, Z].

sin(2n + 1)t .

b) Soit n € N. g : t — est continue donc intégrable sur [0, §] (en posant g(0) = 2n + 1).

™

On peut donc calculer I, — J,, : I, — J,, = /2 ©(t) sin(2n + 1)t dt. ¢ étant de classe C* sur [0, 3] (et

—cos(2n + 1)t

évidemment aussi t — ), on peut alors procéder & une intégration par parties pour

2n+1
obtenir :
—cos(2n + l)t} 2 /’5 cos(2n + 1)t , 1 /Tzr ,
I, —J,= t)————————— —— ' (t)dt = 2 1)t t) dt.
o= du= o= G 2 T [P S0y it = g [ feos(zn + 1)1l 1)
Par suite, |Ip — ~| = [T, — Ju| < — 1) 0. On a donc bien lim I, = =
ar suite, n—§—|n— n‘\2n+1 /0 |’ (¢)] m=so— 0. On a donc bien lim I, = o

3 sin(2n + 1)t
(2n+ 1)t

t
et t —> % est continue sur [¢(0),%(%5)] donc (théoreme de changement de variable) (« On pose

4) Soit n € N. I, = / (2n + 1)dt. Or, ¥ : ¢t — (2n + 1)t est de classe C* sur [0, 5]
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u=2n+1t») I, = / ’ du. Or / du converge donc (caractérisation séquentielle de
0 U 0 u
oo sinw
la limite) T = lim I, :/ du.
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’Partie 2: Semi—convergence‘
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G((n+1)m) = Glum) > [~ cosulf = >
n T nm > 3 Dr CObuO_(n+1)7r
Comme G(0) = /0 5] 44— 0, on a done G((n + 1)) = S IG((k + D) — Glhm)] > 3 —2—
mm =/, =0, on n —kZO /kzo Gt D
2) Pour x >y >0, 0on a G(z) — G(y) = / ‘Sltnt‘dt > 0 (intégrale d’une fonction positive sur [y, z]). G est
Y

donc bien croissante sur R™. Or étant une série positive divergente, on a d’apreés la question
Er1 1% g ) p q

précédente li_)m G((n + 1)w) = +oco. Par suite, G n’est pas majorée et donc (puisque G est croissante)
n o0

. .y o0 sinu
lim G(z) = +oo. L’intégrale / du ne converge donc pas absolument.
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