
Master 1 MEEF - Parcours Mathématiques 2014-2015

PRA2 : Probabilités - Analyse - Statistiques

Contrôle continu du lundi 23 mars 2015

Durée : 2h

Les six exercices sont indépendants - Le barème est donné à titre indicatif

La qualité de la rédaction interviendra pour une large part dans l’appréciation de la copie

Exercice n

¶
1 (3,5 points)

Étudier la convergence simple et la convergence absolue de la série numérique dont le terme général est :
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Exercice n

¶
2 (3,5 points)

Étudier la convergence de chacune des intégrales suivantes :
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Exercice n

¶
3 (3 points)

Pour tout entier naturel n, on considère la fonction f

n

définie sur R+ par :

’x œ [0, +Œ[ f

n

(x) = x + (1 ≠ cos(nx)) e≠nx

1) Donner le domaine de convergence simple de la suite de fonctions (f
n

)
nœN.

2) Soit a > 0. Montrer que la convergence de cette suite est uniforme sur l’intervalle [a, +Œ[.

3) La convergence est-elle uniforme sur ]0, +Œ[ ?

Exercice n

¶
4

(3 points)

Une urne contient quatre boules indiscernables au toucher numérotées de 1 à 4. On tire au hasard et
simultanément deux de ces boules et on observe les numéros obtenus.

1) Modéliser l’expérience et décrire les évènements élémentaires.

2) On note X (respectivement Y ) la variable aléatoire égale au plus petit (respectivement plus grand) des
numéros obtenus. Déterminer la loi conjointe ainsi que les lois marginales de X et Y .
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

T.S.V.P.
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Exercice n

¶
5

(3 points)

On considère deux variables aléatoires réelles X et Y indépendantes, toutes deux de loi uniforme sur [0, 1]
(c’est à dire de densité f = 1

[0,1]

). On pose M = max(X, Y )

1) Expliciter la fonction de répartition de la variable aléatoire M .

2) En déduire que M admet une densité.

3) Calculer l’espérance de M .

Exercice n

¶
6

(4 points)

Une entreprise de fabrication de pièces métalliques a calibré ses machines afin que la proportion de pièces
défectueuses soit de l’ordre de 3 %. Après quelques années de fonctionnement, l’entreprise souhaite vérifier
que ses machines sont toujours bien réglées. Pour cela, elle extrait un échantillon X

1

, . . . , X

n

de taille n de
sa production, où chaque variable prend la valeur 1 si la pièce considérée est défectueuse et 0 sinon.

1. En justifiant votre résultat par les théorèmes classiques du cours, déterminer un intervalle de fluctuation
I

n

de niveau à 95 % de la fréquence de pièces défectueuses dans l’échantillon.
2. Expliquer pourquoi l’intervalle J

n

= [0.03 ≠ 1Ô
n

, 0.03 + 1Ô
n

] est un intervalle de fluctuation de niveau
de confiance supérieur à 95 %.

3. Sur un échantillon de taille 350, l’entreprise dénombre 23 pièces défectueuses. Que peut conclure
l’entreprise ?

4. Après un renouvellement de ses machines de fabrication, l’entreprise souhaite évaluer la nouvelle
proportion p de pièces défectueuses.
(a) Soit Z une variable aléatoire de loi N (0, 1). En justifiant votre calcul, trouver la valeur de a telle

que P(|Z| < a) = 0, 97.
(b) On considère un échantillon de pièces X

1

, . . . , X

n

. Donner un intervalle de confiance de p de
niveau de confiance 97 %.

(c) Sur un échantillon de 500 pièces, l’entreprise constate qu’il y a 13 pièces défectueuses. Que peut-on
en déduire ?
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