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Feuille d’exercices d’analyse n°3

Fonctions dérivables - Accroissements finis

|[Révisions n°1]

e Rappeler la définition de la dérivabilité d’une fonction a valeurs réelles en un point a de R.
Donner des exemples simples, tous justifiables a I'aide de la définition.
Donner une autre définition, équivalente a la premiere. Interpréter graphiquement.

e Rappeler la formule de Leibniz de dérivation a l'ordre n d’un produit de fonctions. Démontrer cette
formule en utilisant un raisonnement par récurrence.

e Rappeler ce qu’est une fonction de classe C*¥ sur un intervalle. Donner un exemple de fonction dérivable
sur un intervalle mais qui n’est pas de classe C'.

e Donner un exemple de fonction non identiquement nulle, de classe C°°, dont toutes les dérivées sont
nulles en 0.

|[Exercice n°1|

Pour tout réel A\, —1 < A < 1, on considére la fonction fy donnée par fy(z) = n (z? — 2z + 1). Soit Oy
la courbe représentative de fy dans un repére orthonormal (O, 7, ?) du plan.

1) Déterminer suivant les valeurs de A I’ensemble de définition de f) et montrer que la droite d’équation
x = A est un axe de symétrie pour C).
Par quelle transformation géométrique simple peut-on déduire C_y de C)?

2) Etudier, en discutant suivant les valeurs de A, la fonction fy. On précisera les variations, les limites aux
bornes de I’ensemble d’étude et les branches infinies éventuelles.

3) Soit My un point du plan de coordonnées (z,y9). Combien de courbes C) passent par My ?

|Exercice n°2]

Soit f :]a,b[— R une fonction continue qui ne s’annule pas sur |a,b[. Montrer que si la fonction carrée f?
est dérivable, il en est de méme de f.

|[Exercice n°3| (CAPES 2011 - Premiére composition)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I d’intérieur non vide et soit (a,b) € I? avec a < b. On
suppose f'(a) < f'(b) et on considére A €]f/(a), f'(b)[. Soit ¢ la fonction définie sur I par g(x) = f(z) — Az.

1) Justifier 'existence d'un ¢ € [a, b] tel que g(c) = inf ;¢4 49(7) et montrer que ¢ ¢ {a, b}.
2) En déduire que f’ vérifie la propriété des valeurs intermédiaires.

3) Donner alors un exemple de fonction définie sur R ne possédant pas de primitive sur R.

|[Exercice n°4| (CAPES 2021 - Premiére composition,)
On considere la fonction f définie sur [0; 5] par

it>0
f:t— < sin(¢) =0

1sit=0.



1. Démontrer que, f est continue sur [0; 5.

2. Démontrer que f est dérivable en 0.

3. Démontrer que, f est de classe C'' sur [0; 5].

[Révisions n°2|

e Enoncer le théoréme de Rolle (CAPES 2016 - premiére composition). En proposer une démonstration.
Donner des exemples simples montrant I'importance des hypotheses de ce théoreme.

e (CAPES 2016 - premiére composition)
On suppose que ¢ : [a,b] — R est n fois dérivable sur [a,b] et s’annule en au moins n + 1 points
distincts de [a, b]. Montrer que la fonction dérivée n-iéme g(™ s’annule en au moins un point de [a, b].

e Rappeler le théoréme des accroissements finis. En donner une démonstration. Appliquer ce théoréme a
une fonction trinéme du second degré. Quelle propriété géométrique en déduit-on ?

|[Exercice n°5|

N 1
1) Soit a > 0. A T'aide du théoréme des accroissements finis appliqué a z — —, montrer que pour tout n
x
1 1 1 1
de N\{0,1}, ——<—-|+—————].
MO, 1} nlte = o <(n — 1)« na>
n

2) En déduire que la suite donnée par S, = Z T converge pour o > 1.
k=1

|Exercice n°6|

On définit la fonction f de la variable réelle = par f(z) = x + 222 sin% sizx#0et f(0)=0.

1) Montrer que f est continue sur R.

2) A Daide de la définition de la dérivée, montrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1.

3) Peut-on en déduire que f est croissante pres de 07

4) Montrer que sur tout intervalle [—c, ¢] il existe des points ou f’ vaut 1 et des points ou f’ vaut —1.

5) Qu’en déduit-on du point de vue de la monotonie de f au voisinage de 07

|Exercice n°7|
Soit f: [~1,1] — R de classe C? telle que f(—1) = f(1) = 0.
Montrer que, pour tout « de | — 1,1], il existe un polynéme P de degré < 2 tel que la fonction g = f + P

s’annule en —1, 1 et a. En déduire que f(a) = a22_1f”(c) ou ¢ €] — 1, 1], puis que :
1 7
wp [f@)| <y swp |f(a)
z€[—1,1] z€[—1,1]

|[Exercice n°8|

Soit f une fonction & valeurs dans R, de classe C? sur R. On suppose que f(0) = f/(0) = 0. On pose

_ ] v siz>0
g(x)_{f(—\/fx) siz <0

1) Vérifier que g est de classe C'! sur chacun des intervalles | — oo, 0[ et |0, +o0].
2) Vérifier que g est continue sur R.

3) Calculer lim ¢'(z) et lim ¢'(z).
z—0 z—0
>0 <0



4) Donner une condition nécessaire et suffisante, portant sur f”(0), pour que g soit de classe C! sur R.

|Exercice n°9| (CAPES 2000)

d
Pour n € N, on note L, : R - R, t — @(t2 — 1)". Montrer que L, (1) = 2"n! et calculer L,(—1).

|Exercice n°10| (d’aprés CAPES 2002)
Soit f : R — R une fonction dérivable solution sur R de I’équation f(z) = zf'(5).

1) Montrer que f est de classe C! sur R.

2) On suppose en outre f de classe C" (n € N, n > 2). En utilisant la formule de Taylor-Young, montrer
que, pour tout entier p compris entre 1 et n, on a : f(p)(O) =0 oup2!=P =1.

|[Exercice n°11] (CAPES 1991)
Soit f une fonction positive, de classe C? sur R et telle que f” soit bornée sur R.

1) On note M = sup | f"(z)].
Tz€R

a) Montrer, en appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange a la fonction f que, pour tout

22
couple de réels (z,A) on a : f(z)+ \f'(x) + ?M > 0.

b) En déduire que pour tout réel z on a : |f'(z)| < V2M.f(x).
2) Soit xo un réel tel que f(zg) = 0. On pose g = \/f.

a) Montrer que pour tout réel x, x # xg, il existe un réel ¢ compris entre xg et x tel que :
f(z) = 3(z —20)%f"(c) (on pourra commencer par remarquer que f’(zg) = 0).

b) En déduire que si f”(zg) > 0, g n’est pas dérivable en x.

|[Exercice n°12]

1) Soit f une fonction convexe et dérivable sur un intervalle I et a,x € I.
Montrer que f(z) > f(a) + f'(a)(x — a). Quelle interprétation géométrique peut-on donner de cette
inégalité ?
1 T
2) Soit > 0. On pose f(z) = = On rappelle que par définition ¢n () = /1 f(t)dt.
En utilisant la convexité de f sur [1,2], majorer ¢n (2) par la surface d’un trapéze.
En appliquant le 1) a la fonction f, pour a = 2, minorer ¢n (3) par la surface d’un trapeéze.
En déduire que e €]2, 3[ (e est défini par ¢n (e) = 1).



