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CAPES de mathématiques
Option Mathématiques–Session 2018

Le sujet comporte cinq parties.

Notations
N désigne l’ensemble des entiers naturels et N˚ l’ensemble des entiers naturels non nuls.
Pourm et n deux entiers naturels, Jm;nK désigne l’ensemble des entiers k tels quem ď k ď n.
Z désigne l’ensemble des entiers relatifs.
Q désigne l’ensemble des nombres rationnels.
R désigne l’ensemble des nombres réels.
On note e le nombre expp1q, image de 1 par la fonction exponentielle.
On rappelle que, pour tout nombre réel x, il existe un unique entier relatif Epxq tel que
Epxq ď x ă Epxq ` 1. Cet entier Epxq est appelé partie entière de x.

Partie A : suites adjacentes

Étant donné deux suites réelles panqnPN et pbnqnPN, on rappelle qu’elle sont dites adjacentes
si l’une des deux est croissante, l’autre décroissante et si lim

nÑ`8
pan ´ bnq “ 0.

I. On suppose dans cette question que la suite panqnPN est croissante et que la suite
pbnqnPN est décroissante.
1. Montrer que la suite pan´ bnqnPN est monotone et en déduire que pour tout entier

naturel n, an ď bn.

Comme pbnqnPN est décroissante, p´bnqnPN est croissante et donc pan ´ bnqnPN,
somme de suites croissantes, est croissante. Comme la limite de cette suite est 0,
pour tout n P N, an ´ bn ď 0, donc an ď bn.

2. Justifier que les suites panqnPN et pbnqnPN sont convergentes vers une même limite
` vérifiant :

@n P N, an ď ` ď bn.

Comme pbnqnPN est décroissante, pour tout n ě 0, an ď bn ď b0 : la suite panqnPN
est croissante et majorée, donc converge vers une limite ` P R. De même, pbnqnPN
est décroissante et minorée par a0, donc converge vers une limite `1 P R.

lim
nÑ`8

an ´ bn “ `´ `1 “ 0,

donc ` “ `1. Comme panqnPN est croissante, pour tout n P N, an ď `. Comme
pbnqnPN est décroissante, pour tout n P N, ` ď bn.

3. On suppose de plus les suites panqnPN et pbnqnPN strictement monotones. Montrer
que :

@n P N, an ă ` ă bn.

Dans ce cas, pour tout n P N, an ă an`1 ď ` ď bn`1 ă bn, donc an ă ` ă bn.

II. Pour tout entier naturel n non nul, on pose an “
n
ÿ

p“0

1

p!
et bn “ an `

1

nˆ n!
.
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1. Montrer que les suites panqnPN˚ et pbnqnPN˚ sont adjacentes.

Pour tout n ě 1 :

an`1 ´ an “
1

pn` 1q!
ą 0,

bn`1 ´ bn “
1

pn` 1q!
`

1

pn` 1qpn` 1q!
´

1

nn!

“
1

npn` 1qpn` 1q!
pnpn` 1q ` n´ pn` 1q2q

“
´1

npn` 1qpn` 1q!
ă 0,

lim
nÑ`8

an ´ bn “ lim
nÑ`8

´
1

nn!
“ 0.

Les suites panqnPN˚ et pbnqnPN˚ sont donc adjacentes.

2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, e´ an “
1

n!

ż 1

0

p1´ tqnetdt.

Indication : on pourra procéder par récurrence.

Pour n “ 1, en intégrant par parties :
ż 1

0

p1´ tqetdt “ rp1´ tqets10 `
ż 1

0

etdt

“ ´1` rets10
“ e´ 2

“ e´ a1.

Supposons le résultat vrai au rang n pour un certain n ě 1. En intégrant par
parties :

1

pn` 1q!

ż 1

0

p1´ tqn`1etdt “
1

pn` 1q!
rp1´ tqn`1ets10 `

1

n!

ż 1

0

p1´ tqnedt

“ ´
1

pn` 1q!
` e´ an

“ e´ an`1.

Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout n ě 1.

3. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0 ă e´ an ă
1

nˆ n!
.

En déduire la limite de la suite panqnPN˚ .
Indication : on pourra étudier les variations de la fonction t ÞÑ p1´ tqet.

Soit f la fonction définie sur r0, 1s par fptq “ p1´tqet. Cette fonction est dérivable
et pour tout t P r0, 1s :

f 1ptq “ ´et ` p1´ tqet “ ´tet ď 0.

De plus, f 1 ne s’annule qu’en 0. Donc f décroît strictement. Par suite, pour tout
t Ps0, 1s, fptq ă fp0q “ 1. On obtient alors que pour tout n ě 1 :

0 ă

ż 1

0

p1´ tqnetdt “
ż 1

0

p1´ tqn´1p1´ tqetdt

ă

ż 1

0

p1´ tqn´1dt “
„

´
p1´ tqn

n

1

0

“
1

n
.

2



D’après II.2, on obtient 0 ă e´ an ă
1

nn!
donc an ă e ă bn. Les suites panqnPN˚ et

pbnqnPN˚ étant adjacentes, en notant ` leur limite commune, on obtient ` ď e ď e,
donc ` “ e.

4. En déduire une valeur de n telle que an soit une valeur approchée de e à 10´5 près.

D’après I.2, il suffit de choisir n tel que
1

nn!
ă 10´5, ou de façon équivalente,

nn! ą 105. À l’aide d’une calculatrice, on obtient n “ 7.

5. On suppose que e est un nombre rationnel.
a. Montrer qu’il existe un entier naturel non nul q tel que le nombre e q! soit un

entier naturel.

Posons e “
p

q
, avec p, q P N˚. Alors q!e “ ppq ´ 1q! P N˚.

b. Montrer que x “ q!

˜

e´
q
ÿ

p“0

1

p!

¸

est un entier naturel.

x “ q!e´
q
ÿ

k“0

q!

k!
P Z.

De plus, d’après la question II.3, e´ aq ą 0, donc x P N˚.

c. Montrer que 0 ă x ă 1.

Il reste à montrer que x ă 1. D’après II.3, x ă q!
qq!
“ 1

q
ď 1.

d. Conclure.

x est donc un entier dans l’intervalle s0, 1r : c’est impossible. En conséquence,
e n’est pas un nombre rationnel.

Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un intervalle ouvert I contenant 0. On rappelle
que f est dite développable en série entière au voisinage de 0 s’il existe un nombre réel R ą 0
et une suite panqně0 de nombres réels tels que s ´R,Rr est inclus dans I et :

@x Ps ´R,Rr, fpxq “
`8
ÿ

k“0

anx
n.

III. 1. Démontrer que la fonction x ÞÑ
1

1` x
est développable en série entière au voisinage

de 0. Préciser son développement et donner le rayon de convergence de cette série
entière.

Pour tout x P R, différent de ´1, si n ě 0 :
n
ÿ

k“0

p´1qkxk “
1´ xn`1

1` x
.

Si x Ps ´ 1, 1r :

lim
nÝÑ`8

n
ÿ

k“0

p´1qkxk “
1

1` x
.
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Le développement en série entière de x ÞÑ
1

1` x
est donc

8
ÿ

k“0

p´1qkxk, pour x P

s ´ 1, 1r. Comme cette série converge sur s ´ 1, 1r, son rayon de convergence est
ě 1. Pour x “ 1, cette série diverge grossièrement, donc R ď 1. D’où R “ 1.

2. Justifier que, pour tout nombre réel x dans l’intervalle s ´ 1, 1r,

lnp1` xq “
`8
ÿ

k“0

p´1qk
xk`1

k ` 1
.

On énoncera avec soin le théorème utilisé.

Comme |x| est strictement inférieur au rayon de convergence de la série entière
8
ÿ

k“0

p´1qktk, cette série converge normalement, donc uniformément sur r´x, xs. On

utilise le théorème suivant : si pfnqnPN est une suite de fonctions intégrables sur
un intervalle ra, bs, convergeant uniformément sur ra, bs vers une fonction f , alors
f est intégrable sur ra, bs et :

lim
nÝÑ`8

ż b

a

fnptqdt “
ż b

a

fptqdt.

Ici, en appliquant ce théorème sur r0, xs si x ě 0 ou sur rx, 0s si x ď 0 :

lnp1` xq “
8
ÿ

k“0

p´1qk
xk`1

k ` 1
.

3. Pour x P r0, 1s et n P N, on pose Snpxq “
n
ÿ

k“0

p´1qk
xk`1

k ` 1
.

Démontrer que les deux suites pS2npxqqnPN et pS2n`1pxqqnPN sont adjacentes.

Soit n ě 0.

Sn`1pxq ´ Sn´1pxq “ p´1q
n`1 x

n`2

n` 2
` p´1qn

xn`1

n` 1

“ p´1qn
xn`1

pn` 2qpn` 1q
ppn` 1qp1´ xq ` 1q.

Comme 0 ď x ď 1, ceci est du signe de p´1qn, donc positif si n est pair et négatif
si n est impair. Donc pS2n`1pxqqně0 est croissante et pS2npxqqně0 est décroissante.
De plus :

|S2n`1pxq ´ S2npxq| “
x2n`2

2n` 2
ď

1

2n` 2
,

donc la différence de ces deux suites tend vers 0. Elle sont donc adjacentes.

4. En déduire que, pour tout entier naturel n et tout nombre réel x dans l’intervalle
r0, 1r,

S2n`1pxq ď lnp1` xq ď S2npxq.

La limite commune de ces deux suites est lnp1`xq d’après III.2. D’après I.2, pour
tout x P r0, 1r,

S2n`1pxq ď lnp1` xq ď S2npxq.
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5. En déduire que, pour tout entier naturel n,

S2n`1p1q ď lnp2q ď S2np1q.

Par continuité de S2n et de S2n`1 en 1 (ce sont des polynômes) et de la fonction

ln en 2, en passant à la limite quand x tend vers 1 :

S2n`1p1q ď lnp2q ď S2np1q.

6. Démontrer que lnp2q “
`8
ÿ

k“0

p´1qk

k ` 1
.

Les suites pS2np1qqnPN et pS2n`1p1qqně1 étant adjacentes, on note ` leur limite
commune. D’après III.5, ` ď lnp2q ď `, donc ` “ lnp2q. Les deux sous-suites
extraites pS2np1qqnPN et pS2n`1p1qqně1 de la suite pSnp1qqně1 converge toutes deux
vers lnp2q, donc pSnp1qqně1 aussi. Autrement dit :

lnp2q “
`8
ÿ

k“0

p´1qk

k ` 1
.

Partie B : écriture d’un entier en base deux

Le but de cette partie est de démontrer que tout entier naturel N supérieur ou égal à 2
s’écrit de manière unique

N “

n´1
ÿ

k“0

dk2
k avec n ě 2 et

#

@k P J0 ; n´ 2K, dk P t0, 1u,

dn´1 “ 1.

L’égalité précédente se note N “ dn´1dn´2 . . . d0 (écriture de N en base deux) ; la suite finie
pdkq0ďkďn´1 s’appelle la suite des chiffres dans l’écriture de N en base deux.

Dans toute cette partie, N désigne un entier naturel supérieur ou égal 2.

IV. On suppose que N “

n´1
ÿ

k“0

dk2
k avec @k P J0 ; n´ 2K dk P t0, 1u et dn´1 “ 1.

1. Montrer que 2n´1 ď N ď 2n ´ 1.

On obtient :

0` . . .` 0` 2n´1 ď N ď

n´1
ÿ

k“0

2k “
2n ´ 1

2´ 1
“ 2n ´ 1.
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2. Montrer que d0 est le reste de la division euclidienne de N par 2.

N “ d0 ` 2

˜

n´1
ÿ

k“1

dk2
k´1

¸

looooooomooooooon

“M

.

Comme d0 P t0, 1u et M P N, cette égalité est la division euclidienne de N par 2.
En particulier, d0 est le reste de cette division euclidienne.

3. Démontrer que la suite pd0, . . . , dn´1q est déterminée de manière unique.

D’après la question IV.1, la suite p2nqně0 étant strictement croissante, n est le plus
petit entier naturel tel que N ě 2n´1, donc est unique. Pour i P J0, nK, on pose
Pi : pd0, . . . , diq sont uniques. Montrons Pi par récurrence sur i. D’après IV.2, d0
est unique, par unicité du reste de la division euclidienne par 2. Donc P0 est vraie.
Supposons Pi vraie, avec i ă n. On considère alors

Ni “

n´1
ÿ

k“i`1

dk2
k´i´1

“
1

2i`1

˜

N ´
i
ÿ

k“0

dk2
k

¸

.

D’après IV.2, di`1 est le reste de la division euclidienne de Ni par 2, donc est
unique lui aussi. En conséquence, Pn est vraie et donc pd0, . . . , dnq est unique.

V. On définit deux suites d’entiers pykqkPN et pdkqkPN par y0 “ N et pour tout entier
naturel k, yk`1 et dk désignent respectivement le quotient et le reste de la division
euclidienne de yk par 2.
1. On fixe k P N˚. Exprimer N en fonction de k, d0, . . . , dk´1 et yk.

Montrons par récurrence sur k que N “

k´1
ÿ

i“0

di2
i
` 2kyk pour k ě 1. Pour k “ 1,

N “ y0 “ 2y1 ` d0 par définition de y0, y1 et d0. Supposons le résultat vrai au
rang k, avec k ě 0.

N “

k´1
ÿ

i“0

di2
i
` 2kyk

“

k´1
ÿ

i“0

di2
i
` 2kpdk ` 2yk`1q

“

k
ÿ

i“0

di2
i
` 2k`1yk`1.

Par suite, le résultat est vrai pour tout k.

2. Démontrer que la suite pykqkPN est nulle à partir d’un certain rang et qu’il existe
un entier n ě 1 tel que dn´1dn´2 . . . d0 soit l’écriture de N en base deux.

Pour tout k ě 0, yk “ 2yk`1 ` dk, donc 0 ď yk`1 ď
yk
2
. Par une récurrence simple,

on obtient que pour tout k, 0 ď yk ď
y0
2k

, donc la suite pykqkPN converge vers 0.
Comme c’est une suite d’entiers, elle stationne à 0. Soit n le plus petit entier tel
que yn soit nul. Comme yn´1 ‰ 0, nécessairement dn´1 “ 1 car yn´1 “ 2yn`dn´1 “

dn´1 ‰ 0. D’après V.1, N “

n´1
ÿ

k“0

dk2
k.
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3. Écrire un algorithme qui, pour tout entier naturel N supérieur ou égal 2 donné,
renvoie la suite pd0, d1, . . . , dn´1q des chiffres de son écriture en base deux.

D ÐH (suite vide)
y Ð N
Tant que (y ‰ 0) faire

dÐ reste de la division euclidienne de y par 2
y Ð quotient de la division euclidienne de y par 2
D Ð concaténation de D et de pdq

Fin Tant que
Retourner(D)

4. Écrire en base deux le nombre qui s’écrit 391 en base dix.

En appliquant l’algorithme précédent, on obtient 391 “ 110000111.

VI. On se propose à présent de calculer le nombre N qui s’écrit dn´1dn´2 . . . d0 en base
deux.
1. Première méthode : méthode « naïve ».

On écrit N “

n´1
ÿ

k“0

dk2
k. Combien d’opérations (additions et multiplications) doit-

on effectuer a priori pour calculer N avec cette méthode ?

On effectue au plus n ´ 1 additions (selon le nombre de dk non nuls) et 1 ` 2 `

. . .` n´ 2 “ pn´1qpn´2q
2

multiplications pour calculer les puissances de 2.

2. Deuxième méthode : méthode de Hörner.
On écrit N “ ppppdn´1 ˆ 2 ` dn´2q ˆ 2 ` dn´3q ˆ 2 ` . . .q ˆ 2 ` d0. Combien
d’opérations (additions et multiplications) doit-on effectuer a priori pour calculer
N avec cette méthode ?

On effectue n´ 1 multiplications par 2 et n´ 1 additions.

3. Écrire un algorithme qui, pour toute suite de chiffres pd0, . . . , dn´1q donnée, renvoie
la valeur de N calculée à l’aide de cette deuxième méthode.

N Ð dn´1
Pour i de 2 à n faire

N Ð 2N ` dn´i
Fin Pour
Rendre N

4. Quel est le nombre dont l’écriture en base deux est 101001000100001 ?

En appliquant la méthode de Hörner, on obtient 21025.

Partie C : nombres dyadiques
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L’ensemble D2 “

! a

2p
; a P Z, p P N

)

est appelé ensemble des nombres dyadiques. On

note D`2 l’ensemble des nombres dyadiques positifs ou nuls.

VII. Montrer que Z est strictement inclus dans D2 et que D2 est strictement inclus dans

Q. Indication : on pourra montrer que
1

3
R D2.

Si k P Z, k “ k
20
P D2, donc Z Ď D2. Comme 1

2
P D2, Z Ĺ D2. Si a P Z et p P N,

a
2p
P Q, donc D2 Ď Q. Supposons que 1

3
P D2. Alors il existe a P Z et p P N tel que

1
3
“ a

2p
et donc 3a “ 2p : 3 divise 2p. Nécessairement, p ě 1 et, par le lemme de Gauss,

3 divise 2 : c’est absurde. Donc 1
3
R D2 et D2 Ĺ Q.

VIII. Soit x P D`2 zN. On se propose de démontrer qu’il existe un unique entier n ě 1 et
une unique suite pa0, a1, . . . , anq avec a0 P N et pa1, . . . , anq P t0, 1un tels que

x “
n
ÿ

k“0

ak2
´k, avec an ‰ 0.

Le membre de droite de cette égalité s’appelle le développement dyadique de x.

1. On suppose qu’une telle suite existe. Montrer que a0 “ Epxq puis montrer que la
suite pa0, a1, . . . , anq est déterminée de manière unique.

0 ď x´ a0 “
n
ÿ

k“1

ak2
´k
ď

n
ÿ

k“1

2´k “ 1´
1

2n
ă 1.

Donc x´a0 P r0, 1r. Par suite, a0 “ Epxq car a0 est un entier tel que a0 ď x ă 1`a0.
Pour i P J0, nK, soit Pi : a0, . . . , ai sont uniques. Montrons Pi pour tout i par
récurrence sur i. Pour i “ 0, a0 “ Epxq est unique. Supposons Pi, avec i ă n.
Alors :

2i`1

˜

x´
i
ÿ

k“0

ak2
´k

¸

loooooooooooomoooooooooooon

“xi

“ ai`1 `
n
ÿ

k“i`1

ak2
i´k.

D’après le calcul qui précède, ai`1 est la partie entière de xi, donc est unique. Par
suite, Pn est vraie et donc pa0, . . . , anq est unique.

2. On souhaite à présent montrer l’existence d’une telle suite. À l’aide de la partie
précédente, montrer l’existence d’un entier a0, d’un entier p ě 1 et d’une suite de
nombres entiers d0, . . . , dp´1 égaux à 0 ou 1, non tous nuls, tels que

x “ a0 `
p´1
ÿ

k“0

dk2
k´p.

Posons x “ a
2p
, avec a P N˚ et p P N. Comme x R N, p ě 1. D’après la partie B

(avec également le cas a “ 1 obtenu avec n “ 1 et d0 “ 1), il existe m ě 1 et
d0, . . . , dn´1 P t0, 1u, avec dn´1 “ 1 tels que

a “
m´1
ÿ

k“0

dk2
k.
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En conséquence :

x “
m´1
ÿ

k“0

dk2
k´p

“

m´1
ÿ

k“p

dk2
k´p

loooomoooon

“a0PN

`

p´1
ÿ

k“0

dk2
k´p.

Si d0 “ . . . “ dp´1 “ 0, alors x “ a0 P N, ce qui est exclu. L’un au moins des
entiers d0, . . . , dp´1 est non nul.

3. Conclure.

Soit n le plus grand entier inférieur ou égal à p ´ 1 tel que dn “ 1 : cela existe
d’après la question précédente. On pose al “ dp´l pour l P J1, pK. Alors :

x “ a0 `
n
ÿ

l“1

al2
´l,

et an “ 1.

IX. Donner le développement dyadique de
35

4
.

Avec l’algorithme donné en V.3, on obtient 35 “ 100011 “ 20 ` 21 ` 25. Donc :

35

4
“ 2´2 ` 2´1 ` 23.

Donc n “ 2, a0 “ 8, a1 “ a2 “ 1.

Partie D : développement dyadique illimité

On appelle suite dyadique toute suite pakqkPN˚ où pour tout k P N˚, ak est un élément de
t0, 1u. De plus :

— une suite dyadique pakqkPN˚ est dite impropre s’il existe un entier m P N˚ tel que pour
tout k ě m, ak “ 1 ;

— une suite dyadique pakqkPN˚ est dite propre si elle n’est pas impropre.

X. On suppose que a “ pakqkPN˚ est une suite dyadique.
1. Démontrer que la série de terme général ak2´k est convergente. On note sa somme

spaq “
`8
ÿ

k“1

ak2
´k.

Pour tout k, |ak2´k| ď 2´k. Comme la série de terme général 2´k converge, la série
de terme général ak2´k converge.

2. Soit N un entier naturel. Que vaut
`8
ÿ

k“N

2´k ?

`8
ÿ

k“N

2´k “ 2´N
8
ÿ

k“0

2´k “
2´N

1´ 1
2

“ 2´N`1.
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3. Vérifier que spaq P r0, 1s.

Pour tout k, 0 ď ak ď 2´k, donc :

0 ď
8
ÿ

k“1

ak2
´k
ď

8
ÿ

k“1

2´k “ 2´1`1 “ 1.

4. Montrer que si a est une suite dyadique propre, alors spaq P r0, 1r.

Comme a “ panqně1 est une suite dyadique propre, il existe k0 ě 1 tel que ak0 “ 0.
On pose bk “ ak si k ‰ k0 et bk0 “ 1. Alors pbkqkě1 est une suite dyadique et
d’après la question précédente :

spaq “ spbq ´
1

2k0
ď 1´

1

2k0
ă 1.

5. Montrer que si a est une suite dyadique impropre, alors spaq est un nombre dya-
dique.

Soit N ě 1 tel que pour tout n ě N , an “ 1. Alors :

spaq “
N´1
ÿ

k“1

ak2
´k
`

8
ÿ

k“N

2´k

“

N´1
ÿ

k“1

ak2
´k
`

1

2N´1

“
1

2N´1

¨

˚

˚

˚

˝

N´1
ÿ

k“0

ak2
N´1´k

` 1

looooooooomooooooooon

PN

˛

‹

‹

‹

‚

.

Donc spaq P D2.

6. Soit a “ pakqkPN˚ la suite définie par

ak “

#

0 si k est impair,
1 si k est pair.

Montrer que spaq “
1

3
.

spaq “
8
ÿ

k“1

2´2k “
8
ÿ

k“1

4´k “
1

4

1

1´ 1
4

“
1

3
.

XI. Soit x un nombre dyadique compris dans l’intervalle r0, 1r.
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1. En utilisant les résultats de la partie C, montrer qu’il existe une suite dyadique
propre a telle que

x “
`8
ÿ

k“1

ak2
´k.

Si x “ 0, on choisit tous les ak égal à 0. Sinon, x n’est pas entier. D’après la partie
C, il existe n ě 1, a0 P N, pa1, . . . , anq suite d’éléments de t0, 1u, avec an “ 1, tels
que

x “ a0 `
n
ÿ

k“1

ak2
´k.

D’après VIII.1, a0 “ Epxq “ 0. On pose alors ak “ 0 si k ą n. La suite dyadique
panqně1 est propre x “ spaq.

2. Montrer que si x est non nul, alors il existe également une suite dyadique impropre
b telle que

x “
`8
ÿ

k“1

bk2
´k.

Si x ‰ 0, n ě 1 et an “ 1. En utilisant X.2 :

x “
n
ÿ

k“1

ak2
´k
“

n´1
ÿ

k“1

`
1

2n
“

n´1
ÿ

k“1

`

8
ÿ

k“n`1

2´k.

On pose alors :

bk “

$

’

&

’

%

ak si k ă n,

0 si k “ n,

1 si k ą n.

La suite dyadique pbkqkě1 est impropre et spbq “ x.

XII. Dans cette question, on considère un nombre réel x appartenant à l’intervalle r0, 1r.
On lui associe la suite αpxq “ pαkpxqqkPN˚ définie pour tout k P N˚ par l’égalité

αkpxq “ Ep2kxq ´ 2Ep2k´1xq. Pour tout n P N˚, on pose unpxq “
n
ÿ

k“1

αkpxq2
´k et

vnpxq “ unpxq ` 2´n.
1. Démontrer que la suite pαkpxqqkPN˚ est une suite dyadique.

Soit k ě 1.
Ep2k´1xq ď 2k´1x ă Ep2k´1xq ` 1,

donc
2Ep2k´1xq ď 2kx ă 2Ep2k´1xq ` 2.

Par suite Ep2kxq est un entier appartenant à r2Ep2k´1xq, 2Ep2k´1xq`2r, donc vaut
2Ep2k´1xq ou 2Ep2k´1xq`1. En conséquence, αkpxq “ 0 ou 1. La suite pαkpxqqkě1
est dyadique.

2. Démontrer que les deux suites punpxqqnPN˚ et pvnpxqqnPN˚ sont adjacentes et prennent
leurs valeurs dans D2 X r0, 1s.

D’après X.3 :

unpxq “ sppα1pxq, . . . , αnpxq, 0, 0, . . .qq P r0, 1s,

vnpxq “ sppα1pxq, . . . , αnpxq, 1, 1, . . .qq P r0, 1s.
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De plus :

unpxq “
1

2n

¨

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

k“1

αkpxq2
n´k

looooooomooooooon

PN

˛

‹

‹

‹

‚

P D2,

vnpxq “
1

2n

¨

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

k“1

αkpxq2
n´k

` 1

looooooooomooooooooon

PN

˛

‹

‹

‹

‚

P D2.

La suite punpxqqně1 est évidemment croissante. Si n ě 1 :

vn`1pxq ´ vnpxq “ αn`1pxq2
´n´1

` 2´n´1 ´ 2´n

“ αn`1pxq2
´n´1

´ 2´n´1

“ 2´n´1pαn`1pxq ´ 1q ď 0.

Donc pvnpxqqně1 décroît. Pour tout n, vnpxq´ unpxq “ 2´n, donc la suite pvnpxq´
unpxqqně0 tend vers 0.

3. Vérifier que Ep2nxq “ 2nunpxq et en déduire que pour tout entier naturel n ě 1,

unpxq ď x ă vnpxq.

Par récurrence sur n. Si n “ 1 :

2unpxq “ α1pxq “ Ep2xq ´ 2Epxq “ Ep2xq.

C’est donc vrai au rang 1. Supposons le résultat vrai au rang n´ 1, avec n ě 2.

Ep2nxq “ αnpxq ` 2Ep2n´1xq “ αnpxq ` 2nun´1pxq

“ 2npun´1pxq ` 2´nαnpxqq

“ 2nunpxq.

par suite, pour tout n ě 1, Ep2nxq “ 2nunpxq, ce qui implique :

2nunpxq ď 2nx ă 2nunpxq ` 1,

unpxq ď x ă vnpxq.

4. Quelle est la limite commune des suites punpxqqnPN˚ et pvnpxqqnPN˚ ?

On note ` cette limite commune. D’après la question précédente, en passant à la
limite quand n tend vers `8, ` ď x ď `, donc ` “ x.

5. Montrer que pαkpxqqkPN˚ est une suite dyadique propre et que

x “
`8
ÿ

k“1

αkpxq2
´k.

D’après la question précédente, x “
`8
ÿ

k“1

αkpxq2
´k. Si la suite pαkpxqqkě1 est im-

12



propre, alors d’après X.5, x P D2. Posons x “ a
2k
, avec a, k P N. Si n ě k,

Ep2nxq “ 2n´ka et donc, si n ą k, αnpxq “ 2n´ka ´ 2.2n´1´ka “ 0. La suite
pαkpxqqkě1 stationne à 0, donc est propre : c’est une contradiction. Donc la suite
pαkpxqqkě1 est propre.

6. En déduire que pour tout nombre réel x dans l’intervalle r0, 1r, il existe une unique
suite dyadique propre pakqkPN˚ telle que :

x “
`8
ÿ

k“1

ak2
´k.

Soit x P r0, 1r. D’après la question précédente, il existe une suite dyadique propre

a telle que spaq “ x. Montrons maintenant que cette suite dyadique est unique.
Soit a une suite dyadique propre telle que spaq “ x. Pour tout n ě 1 :

2nx “
n
ÿ

k“1

ak2
n´k

`

8
ÿ

k“n`1

ak2
n´k

loooooomoooooon

“y

.

Comme la suite a est propre, la suite dyadique b “ pan`kqkě1 également. D’après
X.4, y “ spbq P r0, 1r. On obtient donc que :

Ep2nxq “
n
ÿ

k“1

ak2
n´k.

On en déduit que pour tout n ě 1 :

αnpxq “
n
ÿ

k“1

ak2
n´k

´ 2
n´1
ÿ

k“1

ak2
n´1´k

“ an.

La suite panqně1 est donc unique.

On note alors

x “ 0, a1a2a3...

Cette nouvelle représentation de x est appelée la représentation dyadique propre
de x. Si la suite pakqkPN˚ est nulle à partir d’un certain rang, on dit que la repré-
sentation dyadique de x est finie.

7. Si d “ pdnqnPN˚ est une suite dyadique propre, on note x “ spdq et d1 “ pdn`1qnPN˚ .
Justifier que d1 “ Ep2xq et spd1q “ 2x´ d1.

D’après X.4,

2x “ d1 `
8
ÿ

k“2

dk2
´k`1

looooomooooon

Pr0,1r

.

13



Donc Ep2xq “ d1.

spd1q “
8
ÿ

k“1

dk`12
´k

“ 2
8
ÿ

k“2

dk2
´k

“ 2
8
ÿ

k“1

dk2
´k
´ d1

“ 2spdq ´ d1

“ 2x´ d1.

En déduire un algorithme qui prend en entrées un nombre réel x P r0, 1r et un
entier n P N˚ et qui renvoie la liste des n premiers chiffres du développement
dyadique propre de x. On admettra l’existence d’une fonction floor qui renvoie la
partie entière de son argument.

D ÐH

Pour i de 1 à n faire
dÐ floorp2xq
xÐ 2x´ d
D Ð concaténation de rds et de D

Fin Pour
Rendre D

XIII. Démontrer que D2X r0, 1s est dense dans r0, 1s. En déduire que D2 est dense dans R.

D’après XII.6, pour tout x P r0, 1r, il existe une suite de nombres dyadiques conver-
geant vers x. Comme 1 P D2, D2Xr0, 1s est dense dans r0, 1s. Soit x P R et soit ε ą 0.
On pose y “ x ´ Epxq. D’après ce qui précède, il existe y1 P D2 tel que |y ´ y1| ă ε.
On pose x1 “ Epxq ` y1. Alors x1 P D2 et |x ´ x1| “ |y ´ y1| ă ε. Donc D2 est dense
dans R.

XIV. Démontrer que RzD2 est dense dans R.
Indication : on pourra utiliser la question VII.

Soit x P R et soit ε ą 0. D’après la question précédente, il existe y P D2 tel que
ˇ

ˇx´ 1
3
´ y

ˇ

ˇ ă ε. Comme 1
3
R D2, 1

3
` y R D2. Donc RzD2 est dense dans R.

XV. Soit x un nombre réel dans l’intervalle P r0, 1r dont un développement dyadique,
propre ou impropre, est 0, a1a2a3 . . .
1. Quel est le développement dyadique de 1´ x ?

Pour tout n ě 1, posons bn “ 1´ an. La suite pbnqně1 est dyadique. De plus :

spaq ` spbq “
8
ÿ

k“1

2´k “ 1,

donc spbq “ 1´ x : b est un développement dyadique de 1´ x.
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2. On suppose que 2x P r0, 1r. Quel est le développement dyadique de 2x ? Plus
généralement, quel est le développement dyadique de 2lx, lorsque l est un entier
relatif et que 2lx P r0, 1r ?

Dans le premier cas x P
“

0, 1
2

“

, donc a1 “ 0. Le développement dyadique de
2x est 0, a2a3 . . .. Si 2lx P r0, 1r, alors x P

“

0, 1
2l

“

, donc a1 “ . . . “ al “ 0. Le
développement dyadique de 2lx est 0, al`1al`2 . . ..

3. Donner le développement dyadique de
2

3
.

D’après X.6 et la question précédente le développement dyadique de 2
3
est 0, b1b2 . . .

avec :

bn “

#

0 si k est pair,
1 si k est impair.

Partie E : suite extraite de la suite pcospnπθqqnPN

XVI. Dans cette question, θ désigne un nombre réel strictement positif. On pose

cn “ cospnπθq, sn “ sinpnπθq.

1. Vérifier que pour tout entier naturel n,

cn`1 ` cn´1 “ 2cn cospπθq,

cn`1 ´ cn´1 “ ´2sn sinpπθq,

c2n ` s
2
n “ 1.

cn`1 “ cospnπθq cospπθq ´ sinpnπθq sinpπθq,

cn´1 “ cospnπθq cospπθq ` sinpnπθq sinpπθq.

Donc cn`1 ` cn´1 “ 2cn cospπθq et cn`1 ´ cn´1 “ ´2sn sinpπθq. De plus :

c2n ` s
2
n “ cos2pnπθq ` sin2

pnπθq “ 1.

2. En déduire que la suite pcnqnPN converge si et seulement si θ est un entier relatif
pair.
Indication : on pourra raisonner par disjonction de cas, suivant la valeur de cospπθq.

Supposons que pcnqnPN converge vers ` P R en montrons que θ est un entier pair. On
raisonne par disjonction de cas. Si θ n’est pas un entier relatif, alors sinpπθq ‰ 0.
On en déduit que :

lim
nÝÑ`8

sn “ lim
nÝÑ`8

cn´1 ´ cn`1
2 sinpπθq

“
`´ `

2 sinpπθq
“ 0.

Comme c2n ` s2n “ 1 pour tout n, `2 ` 0 “ 1, donc ` “ 1 ou ´1. De plus :

2` “ lim
nÝÑ`8

cn`1 ` cn´1 “ lim
nÝÑ`8

2cn cospπθq “ 2` cospπθq,

donc cospπθq “ 1 et θ est un entier pair : c’est une contradiction. Si θ est un entier
impair, alors cn “ p´1qn pour tout n, donc la suite pcnqnPN diverge : c’est une
contradiction. En conclusion, si pcnqnPN converge, θ est un entier pair. Réciproque-
ment, si θ est un entier pair, pcnqnPN stationne à 1.
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XVII. On s’intéresse à présent à la suite pc2nqnPN extraite de pcnqnPN. Pour tout entier naturel
n, on pose :

un “ c2n “ cosp2nπθq.

1. On suppose (dans cette question uniquement) que θ est un nombre dyadique.
Quelle est la nature de la suite punqnPN ?

Posons θ “ a
2p
, avec a P Z et p P N. Si n ą p, un “ cosp2n´paπq “ 1. La suite

punqnPN stationne à 1 à partir d’un certain rang.

2. On suppose (dans cette question uniquement) qu’il existe un nombre dyadique x

tel que θ “ x`
1

3
. Quelle est la nature de la suite punqnPN ?

Posons θ “ a
2p
` 1

3
, avec a P Z et p P N. Pour n ą p,

un “ cos

ˆ

2n

3
π ` 2n´paπ

˙

“ ´
1

2
.

La suite stationne à ´1
2
à partir d’un certain rang.

3. On suppose (dans cette question uniquement) qu’il existe un nombre dyadique x

tel que θ “ x`
2

3
. Quelle est la nature de la suite punqnPN ?

Par un raisonnement semblable on montre que la suite stationne à ´1
2
à partir

d’un certain rang.

4. Justifier que, pour tout entier naturel n, un`1 “ 2u2n ´ 1.

un`1 “ cosp2.2nπθq “ 2 cos2p2nπθq ´ 1 “ 2u2n ´ 1.

5. Lorsque la suite punqnPN converge vers `, quelles sont les seules valeurs possibles
pour le réel ` ?

D’après la question précédente, ` “ 2`2 ´ 1, donc 2`2 ´ ` ´ 1 “ 0. On en déduit
que ` “ 1 ou ` “ ´1

2
.

6. Soit panqnPN˚ la suite définissant le développement dyadique propre de θ ´ Epθq.
Montrer que, quel que soit l’entier naturel n, il existe un entier relatif kn et un
réel εn appartenant à l’intervalle r0, 1

2
s tels que :

2nθ “ 2kn ` an `
an`1
2
` εn.

2nθ “
n´1
ÿ

k“1

ak2
n´k

` 2nEpθq ` an `
an`1
2
`

8
ÿ

k“n`2

ak2
n´k

“ 2
n´1
ÿ

k“1

ak2
n´k´1

loooooomoooooon

“knPZ

`2nEpθq ` an `
an`1
2
`

8
ÿ

k“n`2

ak2
n´k

loooooomoooooon

“εn

.

De plus,

0 ď εn ď
8
ÿ

k“2

2´k “
1

2
.
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7. Démontrer que :
— si an “ an`1, alors un ě 0 ;
— si an ‰ an`1, alors un ď 0.
Puis que :
— si un ą 0, alors an “ an`1 ;
— si un ă 0, alors an ‰ an`1.

un “ cos
´

2knπ ` anπ `
an`1
2

π ` εnπ
¯

“ cos
´

anπ `
an`1
2

π ` εnπ
¯

.

— Si an “ an`1 “ 0, alors
`

an `
an`1

2
` εn

˘

π P
“

0, π
2

‰

donc un ě 0.
— Si an “ an`1 “ 1, alors

`

an `
an`1

2
` εn

˘

π P
“

3π
2
, 2π

‰

donc un ě 0.
— Si an “ 0 et an`1 “ 1, alors

`

an `
an`1

2
` εn

˘

π P
“

π
2
, π
‰

donc un ď 0.
— Si an “ 1 et an`1 “ 0, alors

`

an `
an`1

2
` εn

˘

π P
“

π, 3π
2

‰

donc un ď 0.
Ceci prouve les deux premiers points, par disjonction de cas. On obtient les deux
autres points par contraposée.

8. On suppose que la suite punqnPN converge vers un nombre réel ` ą 0. Montrer qu’à
partir d’un certain rang, an “ 0. En déduire que θ est un nombre dyadique.

Si ` ą 0, à partir d’un certain rang N , un ą 0. D’après la question XVII.7, si
n ě N , an`1 “ an : la suite dyadique stationne. Comme elle est propre, an “ 0 si
n ą N . Le développement dyadique de θ est fini, donc θ P D2.

9. On suppose que la suite punqnPN converge vers un nombre réel ` ă 0. Montrer qu’à

partir d’un certain rang, an`1 ‰ an. En déduire que θ´
1

3
ou θ´

2

3
est un nombre

dyadique.

Si ` ă 0, à partir d’un certain rang N , un ă 0. D’après la question XVII.7, si
n ě N , an`1 ‰ an. Il y a deux possibilités : si n ě N ,

an “

#

1 si n est pair,
0 si n est impair.

ou an “

#

1 si n est impair,
0 si n est pair.

Dans le premier cas, d’après X.6, en posant 1
3
“ 0, b1b2 . . ., alors an “ bn si n ě N .

Donc :

θ ´
1

3
“ Epθq `

N
ÿ

k“1

pak ´ bkq2
´k

“
1

2N

˜

2NEpθq `
N
ÿ

k“1

pak ´ bkq2
N´k

¸

P D2.

Dans le second cas, en utilisant XV.3, on montre de la même façon que θ´ 2
3
P D2.

XVIII. Énoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante pour que la suite punqnPN
converge. On justifiera ce résultat et on précisera le cas échéant la valeur de sa limite.

punqnPN converge si, et seulement si, θ P D2, ou θ ´ 1
3
P D2 ou θ ´ 2

3
P D2.

ùñ. D’après XVII.5, si punqnPN converge, alors ` “ 1 ou ` “ ´1
2
. Si ` “ 1, d’après

XVII. 8, θ P D2. Si ` “ ´1
2
, d’après XVII.9, θ ´ 1

3
P D2 ou θ ´ 2

3
P D2.

ðù. Si θ P D2, d’après XVII.1, punqnPN converge vers ´1. Si θ´ 1
3
P D2 ou θ´ 2

3
P D2,

d’après XVII.2 et XVII.3, punqnPN converge vers ´1
2
.
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CAPES de mathématiques
Option Informatique–Session 2018

Le sujet est constitué de deux problèmes indépendants.

Problème n◦ 1 : suite de Lucas

Rappels et notations. Pour x un nombre réel, il existe un plus grand entier inférieur ou
égal à x, appelé plancher de x ou partie entière de x. Ce nombre entier est noté bxc. Il existe
un plus petit entier supérieur ou égal à x, appelé plafond de x.

Les fonctions ceil et floor du module math de Python calculent respectivement le plafond
et le plancher d’un nombre flottant x : Ainsi ceil(1.24) vaut 2 et floor(1.24) vaut 1.

Soit a un nombre réel strictement positif. On désigne par loga la fonction logarithme en base
a : si x est un nombre réel strictement positif,

loga x =
lnx

ln a
,

où ln désigne la fonction logarithme néperien.

Dans ce problème, on étudie plusieurs algorithmes de calcul des nombres de Lucas.

Ces nombres sont les termes de la suite (Ln)n>0 définie par les relations suivantes :8<:
L0 = 2,
L1 = 1,
Ln = Ln�1 + Ln�2 pour n > 2.

I. Calculer L2, L3, L4, L5, L6 et L7.

L2 = 3, L3 = 4, L4 = 7, L5 = 11, L6 = 18, L7 = 29.

II. Montrer que pour tout n > 0, Ln est un entier naturel.

Récurrence simple laissée au lecteur.

III. On considère l’équation x2 − x− 1 = 0.
1. Montrer que cette équation possède deux solutions, l’une positive que l’on note φ,

l’autre négative que l’on note φ̂.

L’équation du second degré a pour discriminant 5, strictement positif, elle admet
donc deux solutions :

φ =
1 +
√

5

2
> 0 et φ̂ =

1−
√

5

2
< 0.

Des valeurs approchées à 10�4 près de ces deux nombres sont φ ≈ 1,6180 et
φ̂ ≈ −0,6180.
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2. Justifier que

φ+ 1 = φ2, φ̂+ 1 = φ̂2, φ+ φ̂ = 1, φφ̂ = −1.

φ et φ̂ sont solutions donc φ+ 1 = φ2 et φ̂+ 1 = φ̂2.
La somme des solutions est φ+ φ̂ = 1 et leur produit φφ̂ = −1.

IV. Montrer que pour tout entier naturel n, Ln = φn + φ̂n. On pourra raisonner par
récurrence.

On vérifie l’égalité Ln = φn + φ̂n pour n = 0 et n = 1. Soit n > 2, on suppose l’égalité
vérifiée jusqu’au rang n− 1.
Alors Ln = Ln�1 + Ln�2 = φn�2(1 + φ) + φ̂n�2(1 + φ̂) = φn + φ̂n.
La récurrence s’enclenche bien.

V. On donne cette valeur approchée du logarithme en base 10 de φ :

log10 φ =
lnφ

ln 10
≈ 0,2090.

Montrer que pour tout entier naturel p,

n > 5p =⇒ Ln > 10p.

Comme log10 φ = 0,209 ± 10�4, on en déduit que φ5 > 10. En outre |φ̂| < 1, donc,
pour tout entier naturel n,

���φ̂n
��� < 1.

Ainsi, pour n > 5p, Ln > φn − 1 > φ5p − 1 > 10p − 1. Comme Ln est clairement un
nombre entier, Ln > 10p.

VI. 1. On propose la fonction suivante pour calculer le n-ième nombre de Lucas.
On rappelle que ** est l’opérateur Python d’élévation à la puissance.

0 from math import *
1

2 def lucas1(n):
3 if n == 0:
4 return 2
5 phi = (1+ sqrt (5))/2
6 phi2 = (1-sqrt (5))/2
7 return phi**n + phi2**n

L’évaluation de [lucas1(n) for n in range(8)] renvoie la liste
[2, 1.0, 3.0, 4.0, 7.000000000000001, 11.000000000000002,

18.000000000000004, 29.000000000000007].
Pourquoi ne s’agit-il pas d’une liste d’entiers ?

phi et phi2 sont des flottants, donc le résultat renvoyé par lucas1 est également
un flottant. Les décimales non nulles sont dues au fait que le calcul avec des
flottants est un calcul approché.

2. On propose maintenant la fonction suivante pour calculer le n-ième nombre de
Lucas.
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0 from math import *
1

2 def lucas2(n):
3 if n == 0:
4 return 2
5 phi = (1+ sqrt (5))/2
6 if n%2 == 0:
7 return ceil(phi**n)
8 else:
9 return floor(phi**n)

L’évaluation de [lucas2(n) for n in range(8)] renvoie la liste

[2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29].

Expliquer le choix de ces fonctions en lignes 6 à 9 et démontrer que, si les calculs
en flottants sont exacts, lucas2(n) calcule bien Ln.

On a déjà dit que
���φ̂n
��� < 1 et que φ̂ est négatif.

Si n est pair, Ln = φn + φ̂n est dans l’intervalle [φn, 1 + φn[ et c’est donc bien le
plafond de φn.
Si n est impair, Ln est dans l’intervalle ]−1 +φn, φn] et c’est donc bien le plancher
de φn.
Si les calculs sont exacts, lucas2 renvoie donc bien le bon résultat.

3. Un calcul exact montre que L36 = 33385282, mais lucas2(36) renvoie la valeur
33385283. Comment expliquez-vous cela ?

En fait, les calculs effectués sur les nombres flottants sont approchés. Et la valeur
exacte de φ36 devrait être strictement inférieure à 33385282 (mais de très peu),
alors que python calcule une valeur approchée un tout petit peu plus grande :
cette approximation explique l’erreur, puisqu’elle provoque une erreur d’une unité
sur le calcul de floor(phi**n).
(Effectivement φ36 ≈ 33385281,99999997004 . . .)

VII. On souhaite écrire une nouvelle fonction de calcul des termes de la suite de Lucas.
Pour éviter tout problème lié au calcul avec des flottants, on souhaite ne travailler
qu’avec des entiers, sur lesquels Python calcule de manière exacte.

1. Recopier et compléter la fonction suivante, qui renvoie la valeur de Ln.

0 def lucas3(n):
1 if n == 0:
2 return 2
3 if n == 1:
4 return 1
5 a,b = (2,1)
6 for i in range(n):
7 a,b = (..., ...)
8 return ...

Corrigé :
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0 def lucas3(n):
1 if n == 0:
2 return 2
3 if n == 1:
4 return 1
5 a,b = (2,1)
6 for i in range(n):
7 a,b = (b,a+b)
8 return a

2. Déterminer un invariant de boucle qui précise, en fonction de la valeur de i, les
valeurs des variables a et b avant et après l’exécution de la ligne 7 et en déduire
que lucas3 renvoie un résultat exact.

Montrons qu’on a toujours a = Li et b = Li+1 avant l’exécution de la ligne 7.
En effet c’est vrai la première fois, quand i = 0, et si c’est vrai pour un i fixé, au
tour suivant, on aura bien a = Li+1 et b = Li + Li+1 = Li+2.
On en déduit qu’on a toujours a = Li+1 et b = Li+2 à la fin de l’exécution de la
ligne 7. En particulier, lors du dernier passage dans la boucle, i = n − 1 et donc
a = Ln et b = Ln+1.
Il faut donc bien que lucas3 renvoie la valeur de a = Ln à la fin de l’appel.

3. Pour n > 2, combien d’additions sont effectuées par lucas3(n) ?

lucas3 effectue une addition par passage dans la boucle. Au total, elle effectue
donc n additions (si n > 2).

VIII. 1. Démontrer que, pour tout entier n > 1,

L2
n − Ln+1Ln�1 = 5 (−1)n.

Pour n = 1, on a bien L2
1 − L2L0 = 1− 2× 3 = −5 = 5 (−1)1.

Supposons l’égalité vraie jusqu’au rang n > 1, et montrons qu’elle reste vraie au
rang n+ 1.
On dispose de :

L2
n+1−Ln+2Ln = L2

n+1−(Ln+Ln+1)Ln = Ln+1(Ln+1−Ln)−L2
n = Ln+1Ln�1−L2

n = −5 (−1)n = 5(−1)n+1,

ce qui est le résultat attendu.
Autre solution : on développe L2

n−Ln+1Ln�1 = (φn + φ̂n)2− (φn+1 + φ̂n+1)(φn�1 +
φ̂n�1) en tenant compte que φφ̂ = −1.

2. Démontrer que, pour tout entier n > 1,�
L2n = L2

n − 2(−1)n,
L2n+1 = LnLn+1 − (−1)n.

Pour n = 1, on a bien L2 = 3 = 12 − 2(−1) = L2
1 − 2(−1)1 et L3 = 4 =

1× 3− (−1) = L1L2 − (−1)1.
Supposons les deux égalités vraies jusqu’au rang n − 1 (où n > 2) : L2n�2 =
L2

n�1 + 2(−1)n et L2n�1 = Ln�1Ln + (−1)n. En sommant, on obtient :
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L2n = Ln�1(Ln�1 + Ln) + 3(−1)n = Ln�1Ln+1 + 3(−1)n,

et, en utilisant le résultat obtenu en 5.a, on en déduit L2n = L2
n−5(−1)n+3(−1)n =

L2
n − 2(−1)n.

La première égalité est donc vérifiée au rang n. Montrons qu’il en est de même
pour la seconde.
On écrit L2n+1 = L2n�1 + L2n = Ln�1Ln + (−1)n + L2

n − 2(−1)n = Ln(Ln�1 +
Ln)− (−1)n = LnLn+1 − (−1)n, ce qui conclut la récurrence.
Autre solution : on développe L2

n − 2(−1)n = (φn + φ̂n)2 − 2(−1)n = φ2n + φ̂2n +
2(−1)n − 2(−1)n = L2n.
Puis LnLn+1−(−1)n = (φn+φ̂n)(φn+1+φ̂n+1)−(−1)n = φ2n+1+φ̂2n+1+(φφ̂)n(φ+
φ̂)− (−1)n = L2n+1.

IX. 1. Si k est un entier, que calcule l’expression Python suivante : 1 - 2*(k % 2) ?

Si k est pair, 1 - 2*(k % 2) vaut 1 = (−1)k. Si k est impair, 1 - 2*(k % 2)vaut
1− 2 = −1 = (−1)k. Dans tous les cas on trouve (−1)k.

On rappelle que l’opérateur % calcule le reste dans la division entière : 7 % 3 vaut
1 ; 8 % 3 vaut 2 et 9 % 3 vaut 0.

2. Recopier et compléter la fonction récursive suivante, de sorte que lucas4(n) ren-
voie le couple (Ln, Ln+1).

0 def lucas4(n):
1 if n == 0:
2 return (2,1)
3 if n == 1:
4 return (1,3)
5 k = n // 2
6 u = 1 - 2*(k % 2)
7 a,b = lucas4 (...)
8 if n % 2 == 0:
9 return (..., ...)

10 else:
11 return (..., ...)

Attention au cas où n est impair, où on écrit n = 2k + 1, a = Lk, b = Lk+1 puis
Ln = L2k+1 = LkLk+1−(−1)k et Ln+1 = L2k+2 = L2

k+1−2(−1)k+1 = L2
k+1+2(−1)k.

def lucas4(n):
if n == 0:

return (2,1)
if n == 1:

return (1,3)
k = n // 2
u = 1 - 2*(k % 2)
a,b = lucas4(k)
if n % 2 == 0:

return (a*a - 2*u, a*b - u)
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else:
return (a*b - u, b*b + 2*u)

3. Pour tout entier n > 2, exprimer en fonction de n le nombre d’appels récursifs que
réalise lucas4(n).

Soit α(n) le nombre d’appels récursifs effectués par lucas4(n). On a α(0) =

α(1) = 0 et, pour n > 2, α(n) = 1 + α(bn
2
c). On en déduit que α(n) = max{p ∈

N, 2p 6 n} = blog2 nc où log2 désigne le logarithme en base 2.
On est passé d’un temps de calcul linéaire (avec lucas3) à un temps de calcul
logarithmique.

X. Pour n un entier naturel, on considère le vecteur colonne de R2 défini par

Vn =

�
Ln

Ln+1

�
.

On considère également la matrice A =

�
0 1
1 1

�
. Pour tout entier n > 1, exprimer Vn

en fonction de A et de Vn�1, puis exprimer Vn en fonction de A, de n et de V0.

On a Vn = AVn�1 donc, par une récurrence immédiate, Vn = AnV0.

On représente dans la suite une matrice carrée
�
a b
c d

�
par la liste de deux listes

[[a,b], [c,d]].
XI. 1. écrire en Python une fonction prodMat(M1,M2) qui prend en arguments deux

matrices 2× 2 représentées par des listes comme indiqué ci-dessus, et qui renvoie
la liste qui représente la matrice produit M1×M2.

Corrigé :

def prodMat(M1 ,M2):
a1 ,b1 = M1[0][0] ,M1 [0][1]
c1 ,d1 = M1[1][0] ,M1 [1][1]
a2 ,b2 = M2[0][0] ,M2 [0][1]
c2 ,d2 = M2[1][0] ,M2 [1][1]
return [ [a1*a2+b1*c2, a1*b2+b1*d2],

[c1*a2+d1*c2,c1*b2+d1*d2] ]

2. Combien l’appel prodMat(M1,M2) effectue-t-il d’additions ? de multiplications ?

On dénombre 4 additions et 8 multiplications.

3. On considère la fonction (naïve) d’élévation d’une matrice à une puissance entière
suivante.

0 def puissanceMat(M,p):
1 R = [[1 ,0] ,[0 ,1]]
2 for i in range(p):
3 R = prodMat(R,M)
4 return R
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Combien l’appel puissanceMat(A,p) réalise-t-il d’appels à prodMat en fonction
de p ?

Bien sûr cela fera p appels à prodMat.

XII. L’algorithme d’exponentiation rapide repose sur la remarque que

a2p+1 = (ap)2a = b× b× a,

où b = ap, quand a2p = b×b. Selon la parité de p, il faut donc 1 ou 2 multiplications de
plus pour calculer a2p+1 ou a2p connaissant ap. Ainsi, pour calculer a122, par exemple :

a122 = (a61)2

= (a.(a30)2)2

= (a.((a15)2)2)2

= (a.((a.(a7)2)2)2)2

= (a.((a.(a.(a3)2)2)2)2)2

= (a.((a.(a.(a.a2)2)2)2)2)2.

Ainsi, on se contente de 10 multiplications.
1. On propose la fonction suivante qui implémente l’exponentiation rapide pour les

matrices 2× 2.

0 def puissanceMatRapide(M,n):
1 R = [[1,0], [0,1]]
2 P = M
3 while n > 0:
4 if n%2 == 1:
5 R = prodMat(R,P)
6 P = prodMat(P,P)
7 n = n // 2
8 return R

Montrer que par cette méthode, le nombre d’appel à la fonction prodMat est
majoré par 1 + 2blog2 pc.

On passe exactement 1 + blog2 nc dans la boucle des lignes 3 à 7. Chaque passage
donne lieu à 1 ou 2 appels à prodMat selon que n est pair ou impair. Au total on
peut donc majorer le nombre d’appels par 2 + 2blog2 nc.

2. Exprimer en fonction deM et de i la valeur de la matrice P , après la ième itération
de la boucle while.

À chaque itération, on élève au carré la matrice P . Donc P = M2i

.

3. Soit n = cp . . . c0 l’écriture de n en base 2. Montrer que, pour tout entier i compris
entre 1 et p, la valeur de l’entier n après la ième itération de la boucle while est
donée par

n =

pX
j=i

cj2
j�i.

Après la première itération, on a divisé n par 2 : donc n = cp . . . c1 =

pX
j=1

cj2
j�1.
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Supposons qu’à la fin de la i-ème itération on ait n = cp . . . ci+1ci =

pX
j=i

cj2
j�i.

À l’itération suivante on aura divisé n par 2, donc on aura n = cp . . . ci+1 =
pX

j=i+1

cj2
j�i�1, ce qui enclenche la récurrence.

4. Montrer que pour tout entier i compris entre 1 et p, la valeur de la matrice R
après la ième itération de la boucle while est donnée par R = Mk, avec

k =
iX

j=0

cj2
j.

On procède par récurrence sur n dont l’écriture binaire s’écrit n = cp . . . c1c0.
Si n est pair (c0 = 0), après la première itération on a toujours R = I2 = M0 et
0 = c020 ; si n est impair (c0 = 1), après la première itération on a R = M = M1

et 1 = c020.
Donc dans les deux cas, après la première itération,R = Mk avec k =

X
j = 00cj2

j.

Supposons qu’après la i-ème itération on ait R = Mk avec k =
i�1X
j=0

cj2
j.

Rappelons qu’après la i-ème itération n = cp . . . ci+1ci et P = M2i

.
Si ci = 0, à l’issue de la (i + 1)-ème itération, on aura R = Mk avec la même

valeur de k =
i�1X
j=0

cj2
j =

iX
j=0

cj2
j puisque ci = 0.

Si ci = 1, à l’issue de la (i+ 1))ème itération, on aura R = Mk ×M2i

= Mk0
avec

k0 = k + 2i =
iX

j=0

cj2
j.

La récurrence s’enclenche bien.

5. Exprimer le nombre d’exécutions de la boucle while en fonction de n puis démon-
trer la correction de l’algorithme proposé, c’est-à-dire que puissanceMatRapide(M,n)
calcule effectivement la puissance désirée.

On a déjà dit qu’il y a 1 + blog2 nc = 1 + p passages dans la boucle, où on a écrit
n = cp . . . c0.

À l’issue de la dernière itération, on a montré que R = Mk avec k =

1+p�1X
j=0

cj2
j = n.

C’est ce qu’on voulait !

XII. Proposer le code d’une fonction lucas5(n) qui retourne la valeur du nombre de Lucas
Ln en utilisant la fonction puissanceMatRapide.

Corrigé :

def lucas5(n):
A = [[0 ,1] ,[1 ,1]]
R = puissanceMatRapide(A,n)
return 2*R[0][0]+R[0][1]
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Problème n◦ 2 : emplois du temps et graphes d’intervalles

Dans ce problème, on s’intéresse à l’allocation des salles d’un lycée à partir des horaires des
cours.

La donnée du problème est une liste de cours. Un cours est simplement représenté par un
intervalle [deb, fin[, où deb est l’instant de début du cours et fin est l’instant de fin du
cours. Les instants peuvent être décomptés en heures ou en minutes au fil de la journée selon
les besoins ; dans ce sujet, les instants sont des nombres entiers et l’unité de temps n’est pas
précisée.

À chaque cours, on doit allouer une salle. Deux cours peuvent se voir allouer la même salle,
uniquement si leurs intervalles sont disjoints. En particuliers, deux cours représentés par les
intervalles [4, 6[ et [6, 8[ peuvent se voir allouer la même salle. L’objectif est d’utiliser un
minimum de salles.

On présente ci-dessous, deux instances de ce problème.

Exemple 1.

0: 1: 2: 3: 4: 5: 6: 7: 8: 9: 10: 11: 12: 13:

C0

C1

C2

Exemple 2.

0: 1: 2: 3: 4: 5: 6: 7: 8: 9: 10: 11: 12: 13:

C0

C1

C2

C3 C4

C5

Dans l’exemple 1, le cours C2 est représenté par l’intervalle [8, 10].

I. Pour l’allocation des salles, on parcourt simplement les cours par instants de début
croissants et on alloue systématiquement la salle disponible avec le numéro le plus
petit.
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1. Décrire, sans justification, les allocations ainsi obtenues pour chacun des exemples
précédents.

Pour l’exemple 1, on utilise deux salles : la première pour les cours C0 et C2, la
seconde pour le cours C1.
Pour l’exemple 2, on utilise trois salles : la première pour les cours C0 et C2, la
seconde pour les cours C1 et C4, la troisième pour les cours C3 et C5.

2. Déterminer le nombre minimal de salles nécessaires pour l’allocation dans les deux
exemples précédents.

Pour l’exemple 1, on ne peut faire moins que deux salles, les deux cours C0 et C1

étant incompatibles.
Pour l’exemple 2, C1, C2 et C3 sont deux à deux incompatibles : il faut utiliser au
moins 3 salles.

On admet pour la suite que le nombre optimal de salles nécessaire pour une liste de
cours est le nombre maximal d’intervalles s’intersectant mutuellement en un instant
donné.

II. on s’intéresse dans cette question à une première modélisation du problème. Le cours
représenté par la liste Python [d,f] se déroule sur l’intervalle mathématique [d, f [.
1. Déterminer les listes d’intervalles représentant les exemples 1 et 2.

Pour l’exemple 1 : [[0,7],[2,13],[8,10]],
pour l’exemple 2 : [[0,2],[1,7],[4,11],[5,6],[8,10],[9,13]].

2. Compléter la définition suivante :

0 def insere(l,elt):

où l est une liste d’entiers triée dans l’ordre croissant et elt est un entier, et qui
renvoie une liste triée obtenue par insertion à sa place de elt dans l. On notera
que la liste l peut être vide.

Corrigé :

0 def insere(l,elt):
1 n = len(l)
2 i = 0
3 while i<n and l[i]<elt:
4 i = i + 1
5 return l[:i]+[elt]+l[i:]

On suppose pour la suite que l’on dispose d’une fonction similaire insereBis qui opère
sur des listes de listes plutôt que sur des listes d’entiers, le critère de tri étant l’ordre
des premiers éléments de chaque sous-liste. Plus précisément, la fonction insereBis
a pour en-t ête def insereBis(LL,li): et a pour effet d’insérer une liste li à la
place adéquate dans la liste de listes LL.

III. Pour automatiser l’allocation des salles, on va utiliser une autre modélisation. L’inter-
valle [deb, fin[ représentant le cours numéro i va être représenté par deux événements,
modélisés par des listes de longueur 3 : [deb,i,0] et [fin,i,1]. Une liste d’inter-
valles pourra ainsi être représentée par une liste d’événements, c’est-à -dire une liste
de listes de longueur 3 de la forme [instant,num,0 ou 1].
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1. Compléter la définition

0 def traduit(liste_intervalles ):

qui prend en argument une liste d’intervalles représentés par des listes de longueur
2 et qui renvoie une liste d’événements (listes de longueur 3) correspondante.
Notons que pour n intervalles, on obtient 2n événements.

Corrigé :

0 def traduit(liste_intervalles ):
1 liste_evt = []
2 for i in range(len(liste_intervalles )):
3 cours = liste_intervalles[i]
4 liste_evt.append ([cours [0],i,0])
5 liste_evt.append ([cours [1],i,1])
6 return liste_evt

2. Pour l’efficacité des algorithmes de résolution, on va travailler sur une liste d’événe-
ments triée par instants croissants. On appellera agenda toute liste d’événements
triés par instants croissants. Quels sont les agendas correspondant aux exemples
1 et 2 ?

L’agenda de l’exemple 1 est [[0,0,0],[2,1,0],[7,0,1],[8,2,0],[10,2,1],[13,1,1]].
Exemple 2 : [[0,0,0],[1,1,0],[2,0,1],[4,2,0],[5,3,0],[6,3,1],[7,1,1],
[8,4,0],[9,5,0],[10,4,1],[11,2,1],[13,5,1]].

3. Compléter la définition

0 def agenda(liste$\_$evt ):

qui prend en argument une liste d’événements (listes de longueur 3) obtenue par
un appel à la fonction traduit et qui renvoie l’agenda correspondant. On pourra
utiliser la fonctions insereBis. Déterminer la complexité de la fonction agenda
pour une liste de 2n événements.

On réalise un tri par insertion.

0 def agenda(liste_evt ):
1 LL = []
2 for evt in liste_evt:
3 LL = insereBis(LL,evt)
4 return LL

IV. On a demandé à des élèves d’écrire une fonction qui vérifie qu’une liste d’événements
donnée contient bien autant de fin que de début, et dans le bon ordre, mais sans tester
l’appariemment cours par cours, c’est-à -dire sans considérer les numéros d’intervalles.

1. Parmi les quatres solutions proposées, déterminer (sans justifier) la ou les réponses
correctes et préciser leur complexité en fonction de la longueur de la liste en
paramètre.
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0 def valideA(agenda ):
1 c = 0
2 for e in agenda:
3 if e[2] == 0: c += 1
4 else: c -= 1
5 if c < 0: return False
6 else : return True
7

8 def valideB(agenda ):
9 n,c,i,b = len(agenda),0,0,True

10 while b and (i < n):
11 if agenda[i][2] == 0: c += 1
12 else: c -= 1
13 i += 1
14 b = (c >= 0)
15 return c == 0
16

17 def valideC(agenda ):
18 for i in range(len(agenda )):
19 if agenda[i][2] == 0:
20 b = False
21 for j in range(i+1,len(agenda )):
22 if agenda[j][2] == 1: b = True
23 if not b : return(b)
24 return(True)
25

26 def valideD(agenda ):
27 c = 0
28 for e in agenda:
29 c += 1 - 2*e[2]
30 if c < 0: return False
31 return c == 0

valideA est incorrecte à cause du return True.
valideB est correcte et de complexité linéaire.
valideC est incorrecte : un seul événement fin peut terminer tous les débuts.
valideD est correcte et de complexité linéaire.

2. Adapter une des fonctions précédentes pour écrire une fonction intersection_max
qui calcule le nombre maximal d’intervalles qui s’intersectent mutuellement. Jus-
tifier la correction de l’approche.

On réutilise le code de valideD en observant que c compte le nombre d’intervalles
ouverts mais pas encore fermés. Il s’agit de déterminer la valeur maximale atteinte
par ce compteur.

0 def intersection_max(agenda ):
1 c = 0
2 cmax = 0
3 for e in agenda:
4 c += 1 - 2*e[2]
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5 if c>cmax:
6 cmax = c
7 return cmax

3. En utilisant les fonctions précédentes, écrire une fonction nbr_optimal qui à partir
d’une liste d’intervalles (modélisation initiale), calcule le nombre de salles néces-
saire. Quelle est la complexité de la fonction nbr_optimal en fonction du nombre
d’intervalles ?

Il s’agit simplement de combiner les fonctions précédentes. La complexité reste
linéaire.

0 def nbr_optimal(li):
1 return intersection_max(agenda(traduit(li)))

V. On utilise à chaque instant une liste de booléens pour indiquer si une salle est dispo-
nible ou non.

1. On a demandé à un élève d’écrire une fonction qui étant donné une liste de boo-
léens, calcule le plus petit entier i tel que la case d’indice i vaille True.
La fonction renverra -1 si un tel indice n’existe pas. Corriger sa fonction et en
préciser la complexité en fonction de la longueur de la liste passée en paramètre.

0 def plus_petit_vrai(liste):
1 n = len(liste)
2 while liste[i] and (i < n) : i+= 1
3 if i = n: return -1
4 else: return i

Il faut initialiser i. Le bon test est not(liste[i]) et on doit d’abord vérifier i<n.
D’autre part la comparaison entre i et n doit se faire avec ==.
La complexité est évidemment linéaire.

0 def plus_petit_vrai(liste):
1 n = len(liste)
2 i = 0
3 while i<n and not(liste[i]):
4 i += 1
5 if i == n: return -1
6 else: return i

2. En utilisant les fonctions précédentes, compléter la fonction suivante qui étant
donnée une liste d’intervalles (listes de longueur 2), calcule une liste d’allocations
des salles, toujours en allouant la salle disponible avec le plus petit numéro. Dans
cette liste, la case d’indice le numéro du cours contient le numéro de la salle allouée.

0 def allocation(liste_intervalles ):
1 nb_cours = ...
2 liste = ...
3 nb_salles = ...
4 salles_dispos = [True]* nb_salles
5 alloc = [-1]* nb_cours
6 for l in liste:
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7 if l[2] == 0 :
8 alloc[l[1]] = ...
9 salles_dispos [...] = False

10 else :
11 salles_dispos [...] = ...
12 return(alloc)

Corrigé :

0 def allocation(liste_intervalles ):
1 nb_cours = len(liste_intervalles)
2 liste = agenda(traduit(liste_intervalles ))
3 nb_salles = nbr_optimal(liste_intervalles)
4 salles_dispos = [True]* nb_salles
5 alloc = [-1]* nb_cours
6 for l in liste:
7 if l[2] == 0 :
8 alloc[l[1]] = plus_petit_vrai(salles_dispos)
9 salles_dispos[alloc[l[1]]] = False

10 else :
11 salles_dispos[alloc[l[1]]] = True
12 return(alloc)
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Cette épreuve est constituée de deux problèmes indépendants.

Problème n� 1

Notations.
N désigne l’ensemble des entiers naturels.
Pour m et n deux entiers naturels, Jm;nK désigne l’ensemble des entiers naturels k tels que
m ⁄ k ⁄ n.

On souhaite crypter des messages, lettre à lettre. Pour écrire ces messages, on utilise 29
caractères différents : les 26 lettres de l’alphabet et les trois symboles espace, virgule et point.
Pour faciliter le travail de cryptage, on code chacun de ces 29 caractères par un entier :

: A B C D E F G H I J K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

N O P Q R S T U V W X Y Z ;
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

On note R l’ensemble des entiers utilisés dans ce cryptage, c’est-à-dire l’ensemble J0; 28K.
Pour tout entier naturel k non nul, on note fk l’application de R dans R qui à tout x de R
associe le reste de la division euclidienne de xk par 29.

Ces fonctions fk, appelées fonctions de cryptage, sont utilisées pour crypter des messages.

Partie A : premiers essais

Albert souhaite utiliser comme fonction de cryptage l’application f3. Benoît propose
d’utiliser f7. Camille choisit d’utiliser f19.

I. Que devient la lettre E par la méthode de cryptage d’Albert ?

63 � 216 � 7� 29� 13. Donc E devient L.

II. Montrer que, quelle que soit la fonction de cryptagefk choisie, les symboles espace et
point sont inchangés.

Le symbole point correspond à 0 et le symbole point à 1. Pour tout k ¥ 1, comme
0k � 0 et 1k � 1, fkp0q � 0 et fkp1q � 1, donc les symboles points et espaces sont
inchangés.

III. Un élève de troisième propose d’utiliser un tableur pour calculer les valeurs de fk. Il
prépare la feuille de calcul suivante :

A B C D E . . . AC AD AE
1 . A B . . . Z ,
2 x 0 1 2 3 . . . 27 28 Exposant k
3 fkpxq 0 1 3

Dans la cellule D3, il entre la formule =MOD(D2ˆAE3 ;29). Comment modifier cette
formule afin de pouvoir la dupliquer en utilisant la poignée de recopie, sachant que le
tableau doit rester correct lorsque le contenu de la cellule AE3 est modifié ?
On rappelle que MOD(a ;b) renvoie le reste de la division euclidienne de a par b.

Il doit entrer en D3 la formule =MOD(D21ˆ$AE$3 ;29).
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IV. Benoît utilise la feuille de calcul précédente pour son cryptage avec f7. Il obtient le
tableau suivant :

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
fkpxq 0 1 12 12 28 28 28 1 17 28 17 12 17 28 12

x 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
fkpxq 17 1 12 17 12 1 12 28 1 1 1 17 17 28

Crypter les mots CLE et LUC. Que constate t-on ?

CLE correspond à 4–13–6 donc est crypté par 28–28–28, soit « , , , ». LUC correspond
à 13–22–4 donc est crypté par 28–28–28, soit « , , , ». Ces deux mots distincts sont
cryptés de la même façon.

V. Quelle propriété doit vérifier la fonction fk pour assurer le décryptage ?

Pour pouvoir décrypter les messages, il est nécessaire que deux lettres distinctes soient
envoyées sur deux lettres distinctes, pour éviter ce qu’il se passe à la question IV.
Autrement dit, la fonction fk doit être injective. Comme fk va d’un ensemble fini
dans lui-même, l’injectivité de fk est équivalente à sa bijectivité.

VI. Camille utilise la feuille de calcul de la question III. avec k � 19. Dans les cellules
allant de E3 à AD3, il s’affiche 7NOMBRE !. Comment expliquer ce résultat ? On
verra dans la partie C comment contourner ce problème.

Pour calculer fkp3q, le tableur calcule d’abord 319 à l’aide de nombres flottants. La
représentation de ce nombre en mémoire n’est plus exacte, ce nombre étant trop élevé.
En conséquence, le tableur n’est pas capable de calculer son reste modulo 29.

Partie B : choix de la fonction de cryptage

On se propose dans cette partie de déterminer les valeurs de k pour lesquelles la fonction
de cryptage fk permet d’assurer le décryptage.

VII. On fixe un nombre premier p. Soit a un entier (relatif) tel que p ne divise pas a. Le
but de cette question est de démontrer l’égalité suivante, connue sous le nom de
petit théorème de Fermat :

ap�1
� 1rps:

On désigne par A l’ensemble ta; 2a; 3a; : : : ; pp� 1qau.

1. Soit k un entier relatif. Montrer que p divise ka si, et seulement si, p divise k. En
déduire que p ne divise aucun élément de A.

Supposons que p divise ka. Par le lemme de Gauss, p divise k ou p divise a. Comme
p ne divise pas a, p divise k.
Supposons que p divise k. Comme k divise ka, par transitivité p divise ka.
Par contraposée, comme p ne divise pas k si k P J1; p � 1K, p ne divise pas ka.
Donc p ne divise aucun élément de A.

2. Pour i P J1; p� 1K, on note �i le reste modulo p de l’entier ia.
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a. Établir que ces restes sont tous non nuls et deux à deux distincts.

Soient i; j P J1; p � 1K tels que �i � �j. Comme p divise ia � �i et ja � �j, p
divise ja � �j � pia � �iq � ja � ia � pj � iqa. D’après la question VII.1, p
divise j� i. De plus, �pp�2q ⁄ j� i ⁄ p�2, donc j� i � 0 et j � i. Les restes
�i sont donc deux-à-deux distincts. De plus, pout tout i P J1; p � 1K, �i � 0
car p ne divise pas ia d’après la question VII. 1.

b. En déduire que t�i; i P J1; p� 1Ku � J1; p� 1K.

On a donc une application f : J1; p � 1K ÝÑ J1; p � 1K envoyant i sur �i.
Elle est injective d’après la question VII.2.a, donc bijective. Par suite, t�i; i P
J1; p� 1Ku � J1; p� 1K.

3. On appelle P le produit de tous les éléments de A. Établir que P � ap�1pp � 1q!
et que P � pp� 1q!rps.

D’une part :

P �
p�1
„

i�1

ai � ap�1
pp� 1q!:

D’autre part, pour tout i, ia est congru à �i modulo p donc :

P �
p�1
„

i�1

�irps:

D’après la question VII.3.b. :

P �
p�1
„

i�1

i � pp� 1q!rps:

4. En déduire que pour tout entier relatif a premier avec p , ap�1 � 1rps.

On en déduit que p divise ap�1pp�1q!�pp�1q! � pap�1�1qpp�1q!. Par le lemme de
Gauss, p divise l’un des facteurs de ce produit. Aucun des facteurs 1; : : : ; p� 1 de
pp�1q! n’est divisible par p, donc ap�1�1 est divisible par p. Par suite, ap�1 � 1rps.

5. Que peut-on en déduire pour f28 et f29 ?

Soit i P R. Si i � 0 alors f28piq � f29piq � 0 d’après la question II. Sinon, p
ne divise pas a. D’après la question VII. 4, comme 29 est un nombre premier,
a28 � 1r29s et donc a29 � a28 � a � arps. Autrement dit, f28paq � 1 et f29paq � a.
Par suite, f29 � IdR et pour tout a P R :

f28paq �

#

0 si a � 0;

1 sinon:
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6. Soit k et l deux entiers naturels non nuls. Montrer que si k � lr28s, alors fk � fl.

quitte à permuter k et l, on peut supposer l ¥ k. Alors l � 28q � l, avec q P N.
Soit i P R. Si i � 0, d’après la question II, fkpiq � flpiq � 0. Sinon :

flpiq � i28q�k
� pi28

q
qik � 1qik � ik � fkpiqr29s;

donc flpiq � fkpiq. En conséquence, fk � fl.

VIII. Dans cette question x désigne un entier naturel premier avec 29 .
1. Montrer qu’il existe un plus petit entier naturel non nul k tel que xk � 1r29s, et

que cet entier k est inférieur ou égal à 28. Cet entier k est appelé ordre de x et est
noté opxq.

Soit E � tk P N�; xk � 1r29su. D’après VII.4, cet ensemble est non vide car il
contient 28. Par suite, il contient un plus petit élément k, qui est donc inférieur
ou égal à 28.

Définition. Soit x un entier premier avec 29.
On dit que x est primitif modulo 29 si opxq � 28.

2. Soit k un entier naturel. Montrer que xk � 1r29s si et seulement si opxq divise k.

Supposons que opxq divise k. Posons k � opxqq, avec q P N�. Alors :

xk � pxopxqqq � 1q � 1r29s:

Supposons que xk � 1r29s. Soit k � opxqq�r la division euclidienne de k par opxq,
avec 0 ⁄ r ⁄ opxq et q P N. Alors :

xk � pxopxqqqxr � 1qxr � xr � 1r29s:

Si r � 0, ceci contredit la minimalité de opxq. Donc r � 0 et opxq divise k.

3. En déduire que opxq est un diviseur de 28.

Comme x28 � 1r29s, opxq divise 28.

4. Écrire un algorithme permettant de calculer l’ordre d’un nombre entier x premier
avec 29.

o— 1
N — x mod 29
Tant que (N � 1) faire

N — N � x mod 29
o— o� 1

Fin Tant que
Rendre o
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5. a. Déterminer l’ensemble des diviseurs de 28.

La décomposition en nombres premiers de 28 est 28 � 22 � 7. Ses diviseurs
sont donc les nombres de la forme 2a � 7b, avec 0 ⁄ a ⁄ 2 et 0 ⁄ b ⁄ 1. Il
s’agit donc de 1, 2, 4, 7, 14, 28.

b. Montrer que si x14 � 1r29s ou x4 � 1r29s, alors l’ordre opxq ne peut pas valoir
28.

Si x14 � 1r29s ou x4 � 1r29s, d’après VIII.2, opxq divise 14 ou opxq divise 4,
donc opxq � 28.

c. Montrer que si x14 � 1r29s et x4 � 1r29s, alors opxq � 28.

Comme opxq divise 28, opxq P t1; 2; 4; 7; 14; 28u. Supposons x14 � 1r29s et
x4 � 1r29s. D’après VIII.2, opxq ne divise pas 14, donc est différent de 1, 2,
7 et 14. Par suite, opxq P t4; 28u. D’après VIII.2, opxq ne divise par 4, donc
opxq � 28.

d. En déduire que 2 est primitif modulo 29.

Par multiplication successives par 2 :

24
� 16 � 16r29s; 25

� 32 � 3r29s;

26
� 6r29s; 27

� 12r29s:

En élevant au carré, 214 � 144 � 28r29s. D’après la question VIII.5.c, op2q �
28.

IX. On rappelle que si p est un nombre premier, l’ensemble tx P Z{pZ | x � 0u muni de
la loi � induite par la multiplication de Z est un groupe. En utilisant les résultats
de la question VIII., vérifier que, pour p � 29, ce groupe est cyclique et donner un
générateur de ce groupe.

Considérons E � t2k; k P J1; 28Ku � tx P Z{29Z | x � 0u. Soient k; l P J1; 28K tels que
2
k
� 2

l. Supposons par exemple l ¥ l. Alors 2
l�k

� 1, donc op2q � 28 divise l � k.
Comme 0 ⁄ l � k ⁄ 27, l � k � 0 et l � k. Par suite, E comprend 28 éléments, donc
est égal à tx P Z{29Z | x � 0u. Ce groupe est donc cyclique, engendré par 2.

X. On considère l’application ’ définie sur S � J1; 28K et à valeurs dans S qui à tout
entier k P S associe ’pkq � �k, où �k désigne le reste de la division euclidienne de 2k

par 29.
1. Justifier que ’ est bien définie.

Pour tout k P N, 29 ne divise pas 2k, car 29 ne divise pas 2. Par suite, pour tout
k P S, �k � 0 et donc �k P S.

2. Soient k ⁄ k1 deux éléments de S. Établir que ’pkq � ’pk1q si et seulement si 29
divise 2k

1�k � 1.

’pkq � ’pk1q ðæ 2k � 2k
1

r29s

ðæ p2k
1�k
� 1q2k � 0r29s

ðæ 29 | p2k
1�k
� 1q2k:
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Comme 29 ne divise pas 2, par le lemme de Gauss :

’pkq � ’pk1q ðæ 29 | 2k
1�k
� 1:

3. En déduire que ’ est injective, puis que ’ est bijective.

Soient k; k1 deux éléments de S. On suppose par exemple que k1 ¥ k.

’pkq � ’pk1q ðæ 29 | 2k
1�k
� 1

ðæ 2k
1�k
� 1r29s

ðæ op2q � 28 | k1 � k

ðø k1 � k;

car 0 ⁄ k1� k ⁄ 27. Par suite, ’ est injective. Comme S est de cardinal fini, ’ est
bijective.

4. En déduire que, pour tout élément de y P S, il existe un unique x P S tel que
y � 2xr29s.

Soit y P S. Comme ’ est bijective, il existe un unique x P S tel que ’pxq � y,
c’est-à-dire qu’il existe un unique x P S tel que 2x � yr29s.

XI. Soit k un entier naturel non nul fixé. Étant donné y P S, on cherche à trouver z P R
tel que zk � yr29s.
1. Établir que 29 ne peut diviser z et que l’on peut se ramener à chercher z dans S.

Si 29 divise z, alors zk � 0r29s et donc zk � yr29s, car y P S. Donc 29 ne divise
pas z. Par suite, si z P R vérifie zk � yr29s, z � 0 et donc z P S : on peut se
ramener à chercher z dans S.

2. Soit z un élément de S et t (respectivement x) l’unique élément de S tel que
z � 2t r29s (respectivement y � 2x r29s). Démontrer que zk � y r29s si et seulement
si kt� x est divisible par 28.

D’après X.2 :

zk � yr29s ðæ 2tk � 2xr29s ðæ 28 | tk � x:

3. On considère l’équation diophantienne p�q ak � 28b � 1, où les inconnues a et b
sont des entiers relatifs.
a. Donner une condition nécessaire et suffisante (C) pour que p�q admette des

solutions.

p�q admet des solutions si, et seulement si, a et 28 sont premiers entre eux.

b. On suppose cette condition (C) satisfaite. À partir d’une solution particulière
pa0; b0q, donner alors toutes les solutions de p�q.

Let solutions de p�q sont les couples pa0 � 28n; b0 � bnq, où n P Z.
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c. On suppose cette condition (C) satisfaite. Établir que p�q a une unique solution
pa1; b1q pour laquelle a1 P S.

Soit a0 � 28q � a1 la division euclidienne de a0 par 28. Alors a1 P S et de
plus pa1; b0 � qkq est une solution de p�q, ce qui prouve l’existence d’une telle
solution.
Soit pa2; b2q une solution de p�q avec a2 P S. Alors il existe n P Z tel que
a2 � a0 � 28n et b2 � b0 � bn. Donc a2 � a1 � 28pq � nq.
Comme �27 ⁄ a2 � a1 ⁄ 27, nécessairement a2 � a1 et donc n� q. Par suite,
pa2; b2q � pa1; b1q, ce qui prouve l’unicité d’une telle solution.

4. En déduire que si k et 28 sont premiers entre eux alors fa1�fkpwq � fk�fa1pwq � w
pour tout w P R.

Si w � 0, alors fa1 � fkpwq � fk � fa1pwq � 0 � w d’après la question II. Si w P S,
il existe un unique x P S tel que w � 2xr29s. Comme 28 divise ka1x � x, d’après
XI.2 :

fa1 � fkpwq � 2a1kx � 2x � wr29s;

donc fa1 � fkpwq � w. De même, fk � fa1pwq � w.

5. Que conclure pour fk ?

fk est donc bijective, d’inverse fa1 .

XII. Montrer que tout message crypté par la fonction f3 peut être décrypté à l’aide de la
fonction f19.

Une solution particulière de p�q : 3a � 28b � 1 est donnée par p�9; 1q. Les solutions
de p�q sont donc les couples p�9 � 28n; 1 � 3nq, où n P Z. L’unique solution pa1; b1q

avec a1 P S est donnée pour n � 1, ce qui donne p19;�2q Donc f19 � f3pwq � w pour
tout w P S : f19 permet donc de décrypter les messages cryptés par f3.

XIII. Quelles sont les valeurs de k permettant le décryptage de tout message ayant été
crypté par fk ? Justifier votre réponse.

Le décryptage des messages cryptés par fk est possible si, et seulement si, 28 et k
sont premiers entre eux.
ðø. D’après XI.3, dans ce cas, fk est bijective, d’inverse fa1 .
øæ. Si 28 et k ne sont pas premiers entre eux, p�q n’a pas de solution. D’après la
question XI.2, il n’existe donc aucun z P R tel que fkpzq � 2 (pour t � 1). Donc fk
n’est pas surjective et donc pas bijective.

Partie C : différents procédés de calcul de f19

On décrit dans cette partie trois méthodes pour calculer f19 à l’aide d’un tableur.

XIV. Première méthode. On souhaite compléter la feuille de calcul suivante :
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A B C D E . . . AC AD
1 . A B . . . Z ,
2 x 0 1 2 3 . . . 27 28
3 f2pxq 0 1
4 f3pxq 0 1
...

...
...

...
20 f19pxq 0 1

1. Quelle formule doit-on écrire en D3 pour remplir le tableau en utilisant la poignée
de recopie ?

=MOD(D2*D$2 ;29)

2. Pour remplir chaque colonne, combien de multiplications et combien de divisions
euclidiennes par 29 sont-elles effectuées ?

On effectue 18 multiplications et 18 divisions euclidiennes par 29.

XV. Seconde méthode. On souhaite compléter la feuille de calcul suivante :

A B C D E . . . AC AD
1 . A B . . . Z ,
2 x 0 1 2 3 . . . 27 28
3 f2pxq 0 1
4 pf2 � f2qpxq 0 1
5 pf2 � f2 � f2qpxq 0 1
6 pf2 � f2 � f2 � f2qpxq 0 1
7

1. Quelle formule doit-on écrire en D3 pour remplir le tableau en utilisant la poignée
de recopie ?

=MOD(D2ˆ 2 ;29)

2. En constatant que 19 � 24 � 21 � 20, montrer que pour tout x P R,

f19pxq � pf2 � f2 � f2 � f2qpxq � f2pxq � x r29s:

24 � 21 � 20 � 16� 2� 1 � 19. Donc, si x P R :

f19pxq � x24�2�1
� pppx2

q
2
q

2
q

2x2xr29s

� pf2 � f2 � f2 � f2qpxq � f2pxq � x r29s

3. Quelle formule doit-on écrire en D7 pour remplir la ligne 7 en utilisant la poignée
de recopie et obtenir ainsif19 ?

=MOD(D4*D4*D2 ;29)

4. Pour remplir chaque colonne, combien de multiplications et combien de divisions
euclidiennes par 29 sont-elles effectuées ?

On effectue 4� 2 � 6 multiplications et 5 divisions euclidiennes pas 29.
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XVI. Troisième méthode. On souhaite compléter la feuille de calcul suivante :

A B C D E . . . AC AD
1 . A B . . . Z ,
2 x 0 1 2 3 . . . 27 28
3 f3pxq 0 1
4 pf3 � f3qpxq 0 1
5

1. Quelle formule doit-on écrire en D3 pour remplir le tableau en utilisant la poignée
de recopie ?

=MOD(D2ˆ 3 ;29)

2. En constatant que 19 � 2 � 32 � 30, donner une formule permettant de calculer
f19pxq à partir de la feuille de calcul précédente.

2� 32 � 30 � 18� 1 � 19. Pour tout x P R :

f19pxq � ppx
3
q

3
q

2x � f3 � f3pxq
2
� xr29s:

3. Quelle formule doit-on écrire en D5 pour remplir la ligne 5 en utilisant la poignée
de recopie et obtenir ainsif19 ?

=MOD(D4ˆ 2*D2 ;29)

4. Pour remplir chaque colonne, combien de multiplications et combien de divisions
euclidiennes par 29 sont-elles effectuées ?

On effectue 2� 2� 3 � 7 multiplications et 3 divisions euclidiennes par 29.

XVII. Laquelle de ces trois méthodes vous semble la plus performante ?

La première méthode nécessite le plus d’opérations : c’est la moins performante des
trois. Soit m le temps nécessaire pour une multiplication et d le temps nécessaire pour
une division euclidienne par 29. Le temps mis pour calculer une colonne est 6m� 5d
avec la deuxième méthode et 7m� 3d avec la troisième méthode.

6m� 5d ⁄ 7m� 3dðæ 2d ⁄ m:

Par suite, si 2d   m, la deuxième méthode est la plus performante ; si 2d ¡ m, la
troisième méthode est la plus performante ; si 2d � m, ces deux méthodes sont aussi
performantes l’une que l’autre.
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Problème n� 2

Notations.
N désigne l’ensemble des entiers naturels.
C désigne l’ensemble des nombres complexes.
Pourm et n deux entiers naturels, Jm;nK désigne l’ensemble des entiers k tels quem ⁄ k ⁄ n.

Si z est un nombre complexe, son conjugué est noté z.

Partie A : constructions à la règle et au compas

On se place dans un plan euclidien P muni d’un repère orthonormé pO; I; Jq, qu’on identifie
avec le plan complexe C. On construit des points de P à l’aide d’une règle non graduée et
d’un compas de la façon suivante :

— au départ, seuls O, I et J sont construits ;
— à chaque étape, on peut :

 construire le cercle de centre A et de rayon BC si A, B et C sont des points déjà
construits ;

 construire la droite pABq si A et B sont des points déjà construits.

On obtient ainsi de nouveaux points, intersections des cercles et des droites qui ont été
construits. Ces points pourront être utilisés aux étapes suivantes. Les droites, cercles et
points ainsi obtenus sont dits constructibles à la règle et au compas.

Soit x un nombre réel. On dit que x est un nombre constructible s’il est l’abscisse dans le
repère pO; I; Jq d’un point constructible.

I. Dans toutes les questions qui suivent, on attend à la fois la représentation d’une
construction à la règle et au compas laissant apparaître les traits de construction et
la rédaction d’un programme de construction tel qu’il figurerait comme trace écrite
dans les cahiers des élèves.

1. On suppose que A et B sont deux points distincts constructibles à la règle et au
compas. Montrer que la médiatrice de rABs et le milieu de rABs sont constructibles
à la règle et au compas.

(La figure est laissée au lecteur). Soient C1 et C2 les cercles de centres respectifs A
et B et de rayon AB. Comme A et B sont constructibles, C1 et C2 sont des cercles
constructibles, donc leurs deux points d’intersection I et J sont constructibles. De
plus, IA � IB � AB et JA � JB � AB, donc I et J sont sur la médiatrice D
de rABs. En conséquence, D est constructible. Le point d’intersection de D et de
pABq est donc lui aussi constructible : c’est le milieu de rABs.

2. On suppose que A, B et C sont trois points constructibles à la règle et au compas,
avec A � B. Montrer que la droite perpendiculaire à pABq passant par C est
constructible à la règle et au compas.

(La figure est laissée au lecteur). Soit C le cercle de centre C et de rayon AC.
Comme A et C sont constructibles, C est constructible. Ce cercle coupe la droite
pABq en A. Deux cas se présentent :
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— Si A est le seul point d’intersection de C et pABq, alors pABq et C sont tangents
en A. Par suite, pACq est perpendiculaire à pABq. La perpendiculaire à pABq
passant par C est donc pACq, qui est constructible.

— Sinon, C coupe pABq en un second point D. Alors CA � CD, donc C est sur la
médiatrice à rADs. En conséquence, la perpendiculaire à pABq passant par C
est la médiatrice de rADs. D’après la question I.1, cette droite est constructible.

3. On suppose que A, B et C sont trois points constructibles à la règle et au compas,
avec A � B. Montrer que la droite parallèle à pABq passant par C est constructible
à la règle et au compas.

(La figure est laissée au lecteur). D’après la question I.2, la perpendiculaire D à
pABq passant par C est constructible. On considère le cercle C de centre C et de
rayon AB : ce cercle est constructible et coupe D en deux points constructibles D
et E, de sorte que D � pDEq. La droite recherchée est la perpendiculaire à pDEq
passant par C : en effet, cette droite passe par C et est parallèle à pABq car pDEq
est perpendiculaire à pABq. D’après la question I.2, cette droite est constructible.

4. Soient D et D1 deux droites constructibles à la règle et au compas, sécantes en un
point A. Montrer que les bissectrices de ces deux droites sont constructibles à la
règle et au compas.

(La figure est laissée au lecteur). Comme D est constructible, elle contient un
point I constructible différent de A. Le cercle C de centre A et de rayon AI est
constructible et coupe D en un autre point J et D1 en deux point I 1 et J 1. Par
construction, I 1, J et J 1 sont constructibles. Le triangle AII 1 est isocèle en A,
donc la bissectrice � issue de A est aussi la médiatrice du segment rII 1s : d’après
la question I.1, � est constructible. On obtient ainsi l’une des bissectrices des
droites D et D1. On obtient la seconde en considérant le triangle AIJ 1.

On pourra désormais utiliser ces constructions sans en préciser tous les détails.
II. Soit M un point constructible à la règle et au compas. On note px; yq ses coordonnées

dans le repère pO; I; Jq. Montrer que x et y sont des nombres constructibles.

Par définition, x est un nombre constructible. La perpendiculaire à pOIq passant par
M est constructible, donc le point d’intersection Npx; 0q de cette droite avec pOIq est
constructible. Le cercle C de centre O et de rayon MN � |y| coupe la droite pOIq en
les points de coordonnées p�y; 0q et py; 0q, qui sont donc constructibles. Par suite, y
(ainsi que �y) est un nombre constructible.

III. Soit x un nombre réel constructible. Montrer que les points de coordonnées px; 0q et
p0;xq dans le repère pO; I; Jq sont constructibles à la règle et au compas.

Par définition, O et I sont constructibles. La perpendiculaire à pOIq passant par M
est donc elle aussi constructible et le point d’intersection N de cette droite avec pOIq
est constructible : il s’agit du point de coordonnées px; 0q, qui est donc constructible.
En utilisant la perpendiculaire à pOJq passant parM , on obtient de même que le point
P p0; yq est constructible. Le cercle C de centre O et de rayon OP est constructible
et coupe la droite pOIq en les points de coordonnées p�y; 0q et p0; yq, qui sont donc
constructibles.

IV. Soient x et y deux nombres réels constructibles strictement positifs.
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1. Montrer que �x est un nombre réel constructible. La réponse à cette question doit
être rédigée telle que vous la présenteriez à une classe de collège.

D’après la question III, le point Mpx; 0q est constructible. Le cercle de centre O et
de rayon OM est donc constructible. Il coupe la droite pOIq en M et en le point
de coordonnées p�x; 0q, qui est donc constructible. Par suite, �x est un nombre
constructible.

2. Montrer que x � y et x � y sont constructibles. La réponse à cette question doit
être rédigée telle que vous la présenteriez à une classe de collège.

D’après III, les pointsMpx; 0q et Npy; 0q sont constructibles. Le cercle C de centre
M et de rayon ON � y est donc constructibles. Il coupe pOIq en les points de
coordonnées px� y; 0q et px� y; 0q, qui sont donc constructibles. Par suite, x� y
et x� y sont des nombres constructibles.

3. En utilisant les points J , Apx; 0q et Bp0; yq et la droite parallèle à pAJq passant
par B, montrer que xy est constructible. La réponse à cette question doit être
rédigée telle que vous la présenteriez à une classe de collège.

D’après la question III, A et B sont constructibles. D’après la question I.3, la
parallèle à pAJq passant par B est constructible. L’intersection de cette droite
avec pOIq est un point constructible C, de coordonnées pz; 0q. D’après le théorème
de Thalès, comme pAJq est parallèle à pBCq, x

z
� 1

y
, donc z � xy et z est un

nombre constructible.

4. Montrer que
x

y
est constructible.

Soit D la parallèle à pABq passant par J : cette droite est constructible d’après
I.3. Son intersection avec pOIq est un point C constructible, de coordonnées pz; 0q.
D’après le théorème de Thalès, comme pJDq est parallèle à pABq, z

x
� 1

y
, donc

z � x
y
et z est constructible.

V. Montrer que si x et y sont des nombres réels constructibles, alors x� y, x� y, xy et,
si y est non nul,

x

y
sont des nombres constructibles.

Le résultat est évident si x � 0 ou y � 0. On suppose donc x et y non nuls. D’après la
question IV.1, x, y, �x et �y sont constructibles, donc |x| et |y| sont constructibles.
D’après la question IV, |x| � |y|, |x| � |y|, |y| � |x|, �|x| � |y|, |x||y|, �|x||y|, |x|

|y|
et

�
|x|
|y|

sont constructibles. Donc x� y, x� y, xy et x
y
sont constructibles.

VI. Soit x un nombre réel constructible strictement positif.
1. Montrer que le point Ap1� x; 0q est constructible à la règle et au compas.

1 et x sont constructibles, donc 1 � x aussi d’après la question VI.1. D’après la
question III, A est constructible.

2. Montrer que le cercle C de diamètre rOAs est constructible à la règle et au compas.

D’après I:1, le milieu de K de rOAs est constructible. Alors C est le cercle de
centre K et de rayon OK, donc est constructible.
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3. Soit B le point d’intersection d’ordonnée positive de C et de la droite D perpen-
diculaire à pOIq passant par I. Montrer que B est constructible à la règle et au
compas.

D’après a question I.2, D est constructible. Comme C est constructible, les points
d’intersection de C et D sont constructibles. En particulier, B est constructible.

4. Soit � � {

p
ÝÑ
OI;

ÝÝÑ
OBq. Exprimer tanp�q et tan

��

2
� �

	

en fonction de BI et de x.
En déduire BI.

tanp�q � IB
OI
� IB. Comme B est sur le cercle de diamètre OA, OAB est rectangle

en B, donc {

p
ÝÝÑ
AB;

ÝÑ
AIq � �

2
� �. On a donc :

tan
��

2
� �

	

�
IB

AI
�
IB

x
:

De plus :

tan
��

2
� �

	

�
sin

�

�
2
� �

�

cos
�

�
2
� �

� �
cosp�q

sinp�q
�

1

tanp�q
:

Donc :
BI � tanp�q �

x

tanp�q
:

On obtient x � tanp�q2, donc BI � tanp�q �
?
x.

5. Montrer que
?
x est un nombre constructible.

Comme Bp1;
?
xq est constructible,

?
x est un nombre constructible d’après II.

VII. Montrer que tous les nombres rationnels sont constructibles.

0 et 1 sont constructibles. Supposons n constructible, pour un certain n P N. D’après
V., n � 1 est constructible. Par le principe de récurrence, tous les entiers naturels
sont constructibles. D’après V, leurs opposés aussi, donc tous les entiers relatifs sont
constructibles. Par suite, si a P Z et b P Z, non nul, d’après V., a{b est constructible.
Donc les nombres rationnels sont constructibles.

VIII. Montrer que
?

2 et 4
?

2 sont des nombres constructibles. Proposer une construction
à la règle et au compas des points de coordonnées p

?
2; 0q et p4

?
2; 0q.

D’après VII., 2 est constructible. D’après VI.5,
?

2 est constructible et
a?

2 �4
?

2
est constructible.
On trace la perpendiculaire à pOIq passant par I et la perpendiculaire à pOJq passant
par J : ces deux droites se coupent en le point K de coordonnées p1; 1q, et OK �

?
2.

Le cercle de centre O er de rayon OK coupe la droite pOIq en les points de coordonnées
A � p

?
2; 0q et p�

?
2; 0q. À l’aide de la construction de la question VI.4, on trace le

point de coordonnées p1;4
?

2q puis le point de coordonnées p4
?

2; 0q.

Partie B : polygones réguliers
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Dans toute cette partie, n est un entier naturel supérieur ou égal à 3.

Soit M0 : : :Mn�1 un polygone. On dit qu’il est régulier s’il existe un point O, appelé le
centre du polygone, tel que

OM0 � OM1 � : : : � OMn�1;

{

p
ÝÝÝÑ
OM0;

ÝÝÝÑ
OM1q �

{

p
ÝÝÝÑ
OM1;

ÝÝÝÑ
OM2q � : : : �

{

p
ÝÝÝÝÑ
OMn�2;

ÝÝÝÝÑ
OMn�1q �

{

p
ÝÝÝÝÑ
OMn�1;

ÝÝÝÑ
OM0q:

IX. 1. Résoudre dans C l’équation zn � 1.

Si zn � 1, alors z � 0. Soit z un complexe non nul. On note r son module et soit
� un argument de z.

zn � 1 ðæ rnein� � 1

ðæ

#

r � 1;

n� � 0r2�s;

ðæ

#

r � 1;

� � 0
�

2�
n

�

;

ðæ Dk P Z; z � e
2i�k
n :

Comme e2i� � 1, les solutions de zn � 1 sont donc les nombres complexes e
2i�k
n ,

avec 0 ⁄ k   n.

2. Montrer que les points d’affixe les solutions de l’équation zn � 1 forment un
polygone régulier.

Pour tout k P J0; n�1K, sontMk le point d’affixe e
2i�k
n . Pour simplifier la rédaction,

on pose aussi Mn � M0, point d’affixe e
2i�n
n � 1. Pour tout k P J0; n � 1K,

OMk � |e
2i�k
n | � 1. De plus, {

p
ÝÝÝÑ
OMk;

ÝÝÝÝÑ
OMk�1q est un argument du nombre complexe

e
2i�pk�1q

n

e
2i�k
n

� e
2i�
n ;

donc est égal à 2�
n
.

X. Pour tout k P rr0; n � 1ss, on note Mk le point d’affixe e
2i�k
n . En particulier, M0 � I.

Soit B le point d’affixe cos

�

2�

n




.

1. Montrer que si M1 est constructible à la règle et au compas, alors B est construc-
tible à la règle et au compas.

M1 a pour abscisse cos

�

2�

n




. D’après III, B est constructible carM1 est construc-

tible.

2. Montrer que si B est constructible à la règle et au compas, alors M1 est construc-
tible à la règle et au compas.

Soit D la perpendiculaire à pOIq passant par B : cette droite est constructible.
Elle coupe le cercle de centre O et de rayon OI en les points M1 et Mn�1, qui sont
donc constructibles.
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XI. Montrer queM0; : : : ;Mn�1 sont constructibles à la règle et au compas si, et seulement
si, B est constructible à la règle et au compas.

Supposons M0; : : : ;Mn�1 constructibles. D’après X.1, B est constructible.
Supposons B constructible. M0 � I est constructible. D’après X.2, M1 est construc-
tible. Les deux cercles C et C1 (constructibles) de centre respectifs O et M1 et de
rayons respectifs OI et M0M1 se coupent en M0 et M2, qui est donc constructibles.
En utilisant les cercles Ci de centre Mi et de rayon M0M1, on obtient successivement
M2; : : : ;Mn�1, qui sont donc tous constructibles.

XII. En utilisant le point B, montrer que M0; : : : ;Mn�1 sont constructibles à la règle et
au compas lorsque n � 3, n � 4 ou n � 6. Dans chacun de ces cas, on proposera une
construction des points M0; : : : ;Mn�1.

Pour n � 3 : Bp�1
2
; 0q. À l’aide du cercle unité, on obtient le point I 1p�1; 0q. Alors

B est le milieu de rI 1Os et on l’obtient par la construction de I.1. On construit la
perpendiculaire à pOIq passant par B. L’intersection de cette droite et du cercle unité
donne M1 et M2.
Pour n � 4 : B � O L’intersection du cercle unité avec les axes pOIq et pOJq
détermine les points M0 � I, M1 � J , M2 � I 1 et M3 � J 1.
Pour n � 6 : Bp1

2
; 0q, donc B est le milieu de rOIs. On construit alors la perpendicu-

laire à pOIq passant par B et l’intersection de cette droite avec le cercle unité donne
M1 et M5. À l’aide de cercles de rayon M1I, on obtient M2, puis M3, puis M4.

XIII. On suppose maintenant n � 5. On pose ! � e
2i�

5 , et on note � � ! � !.

1. Justifier que � � 2 cos

�

2�

5




.

� � � � 2Rep�q � 2 cos

�

2�

5




:

2. Montrer que 1� ! � !2 � !3 � !4 � 0.

Comme ! � 1 et !5 � 1 :

1� ! � !2
� !3

� !4
�

1� !5

1� !
� 0:

3. Montrer que � � ! � !4 et que �2 � !2 � !3 � 2.

! � e�
2i�

5 � e�
2i�

5
�2i�

� e
8i�

5 � !4;

donc � � ! � !4. Par suite :

�2
� !2

� 2!5
� !8

� !2
� 2� !3:
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4. En déduire que �1� � � �2 � 0 puis que

cos

�

2�

5




�
�1�

?
5

4
:

0 � 1� ! � !2
� !3

� !4
� 1� � � �2

� 2 � �1� � � �2:

Donc � � �1�
?

5
2

ou � � �1�
?

5
2

. Comme � ¡ 0, � � �1�
?

5
2

. On obtient :

cos

�

2�

5




�
�

2
�
�1�

?
5

4
:

5. En déduire que M0; : : : ;M4 sont des points constructibles.

D’après VII., 1, 5 et 4 sont des nombres constructibles. D’après VI.5,
?

5 est
constructible. D’après V., �1�

?
5

4
est constructible. D’après III., B est construc-

tible. D’après XII., M0; : : : ;M4 sont constructibles.

XIV. On considère la construction suivante.
— Tracer le cercle U de centre O et de rayon 1. Soit K le point d’affixe �1.
— Construire le milieu B de rKOs et tracer le cercle � de centre B et de rayon BJ .

On note C le point intersection de � et de rOIs.
— Construire le milieu de D de rOCs.

1. Calculer l’affixe de D.

JB �

c

1

4
� 1 �

?
5

2
:

Donc l’affixe de D est �1�
?

5
4

� cos
�

2�
5

�

.

2. En déduire une construction du pentagoneM0M1M2M3M4 à la règle et au compas.

En traçant la perpendiculaire à pOIq passant par D, on obtient M1 et M4. En
traçant les cercles de centre M1 et M4 et de rayon IM1, on obtient M2 et M3 par
intersection avec le cercle unité.
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CAPES 2018
CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : géométrie plane

L’exercice

3.08 ¥ 6.17 ˘ 0.5

3.08 ¥ 9.25 ˘ 0.33

‘

‘0

A

D

B

C

E

H

On considère un trapèze rectangle ABCD de bases [AD] et
[BC].

† Les longueurs des segments [AD] et [BC] sont fixes
et respectivement notées ‘ et ‘0.

† E est le point d’intersection des segments [AC] et [BD].

† H est le projeté orthogonal de E sur la droite (AB).

Lucas affirme : « En rapprochant les points A et B, je peux
diminuer la distance EH. » A-t-il raison?

Les réponses de trois élèves de seconde

Élève 1
A l’aide d’un logiciel de géométrie, j’ai vu que le point E reste à la même hauteur mais je ne sais pas le
prouver. Donc Lucas aurait peut-être tort.

Élève 2

J’ai utilisé le théorème de Thalès : (EH) // (BC) donc
AH

AB
˘ E H

BC
Si la longueur AB diminue alors AH diminue et la distance EH aussi puisque BC est fixe.
Lucas a raison.

Élève 3
Dans le repère (A ;

¡!
AB ,

¡¡!
AD), la droite (AC) a pour équation : y ˘ ‘0x.

La droite (BD) a pour équation : y ˘ 1 ¡ x. J’ai résolu l’équation : ‘0x ˘ 1 ¡ x.

J’en déduis les coordonnées du point E

µ
1

1 ¯‘0 ;
‘0

1 ¯‘0

¶
.

Donc le point E est fixe et Lucas a tort.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les réponses de ces trois élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs éventuelles
erreurs. Vous préciserez, en particulier, les aides qui pourraient leur être apportées.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de seconde.

3 – Proposez deux exercices, un au niveau du lycée et un au niveau du collège, sur le thème géométrie
plane permettant notamment de développer la compétence « chercher ».
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CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : arithmétique

L’exercice

Soit n un entier naturel, on définit deux entiers a et b par :‰
a ˘ 4n ¯ 1
b ˘ 5n ¯ 3

Démontrer que :

PGCD(a ; b) ˘ 7 si et seulement si n · 5 (mod 7).

Les solutions proposées par trois élèves de terminale scientifique spécialité de mathéma-
tiques

Élève 1

Si n · 5 (mod 7) alors n ˘ 7k ¯ 5.

En remplaçant,

‰
a ˘ 28k ¯ 21
b ˘ 35k ¯ 28

,
‰

a ˘ 7(4k ¯ 3)
b ˘ 7(5k ¯ 4)

Donc 7 divise a et b et puisque 4(5k ¯ 4) ¡ 5(4k ¯ 3) ˘ 1, on en déduit que PGCD(a ; b) ˘ 7.

Élève 2

Si PGCD(a ; b) ˘ 7 alors 4n ¯ 1 · 0 (mod 7) soit 4n · 6 (mod 7).
Comme 2 £ 4 · 1 (mod 7), 4n · 6 (mod 7) , n · 5 (mod 7).

Élève 3

4b ¡ 5a ˘ 7 donc PGCD(a ; b) est soit égal à 1, soit égal à 7.
D’après ce tableau de congruences, j’obtiens l’équivalence.

n · . . . (mod 7) 0 1 2 3 4 5 6
4n ¯ 1 · . . . (mod 7) 1 5 2 5 3 0 4
5n ¯ 3 · . . . (mod 7) 3 1 6 4 2 0 5

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les productions de ces trois élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles. Vous proposerez des aides adaptées à chacun des élèves.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique spécialité de mathématiques.

3 – Proposez deux exercices sur le thème arithmétique, un au niveau du collège et un au niveau du
lycée. L’un des exercices sera choisi pour modéliser une situation extérieure aux mathématiques.
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CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : optimisation

L’exercice

2 4 6 8 10

2

4

6

8

10

0

a ˘ 3

M

A B

C

Le plan est muni d’un repère orthonormé.

On considère la droite d d’équation x ˘ 10. On note C la
courbe représentative de la fonction carré. Pour tout point M
de coordonnées (x ; 0) avec x réel compris entre 0 et 10, on
construit le rectangle ABCM comme sur la figure ci-contre.

Déterminer, si elle existe, une position du point M rendant
l’aire du rectangle ABCM maximale.

Les réponses de deux élèves de première S

Élève 1
Lorsque x vaut 0 ou 10, le rectangle est aplati donc son aire est 0.
Par conséquent la position de M qui rend l’aire maximale est pour x ˘ 5.

Élève 2
Pour x ˘ 1, je peux calculer les coordonnées de A : (1 ; 1) et j’en déduis que AM ˘ 1 et MC ˘ 9. L’aire
vaut alors 9 £ 1 ˘ 9.
Pour x ˘ 2, je peux calculer les coordonnées de A : (2 ; 4) et j’en déduis que AM ˘ 4 et MC ˘ 8. L’aire
vaut alors 8 £ 4 ˘ 32.
Par ce procédé, j’obtiens ce tableau :

x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Aire 9 32 63 96 125 144 147 128 81

J’en déduis que la position du point M rendant l’aire du rectangle maximale est pour x ˘ 7.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez la production de chacun de ces élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
erreurs éventuelles. Vous préciserez l’aide que vous pourriez leur apporter.

2 – Proposez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de première S.

3 – Proposez deux exercices sur le thème optimisation, l’un au niveau collège, l’autre au niveau lycée.
L’un des exercices devra permettre de développer la compétence « représenter ».



CAPES 2018
CAPES externe de mathématiques : épreuve sur dossier

Thème : problème avec prise d’initiative

L’exercice

A BM

P

Q

N

Le point M appartient au segment [AB] de longueur 8.
On construit deux triangles rectangles et isocèles AMP et BMQ comme illustré sur la figure.
N est le milieu du segment [PQ].
Quel est l’ensemble décrit par le point N lorsque M parcourt le segment [AB] ?

Les réponses de deux élèves de seconde

Élève 1
Avec un logiciel de géométrie, j’ai construit la figure. N varie sur un segment parallèle à [AB ]. C’est le
segment [PQ] lorsque M est au milieu de [AB ].

Élève 2
J’ai prolongé les droites (AP ) et (BQ) ; elles se coupent en un point C.

Dans le repère (A ;
¡!
AB ,

¡!
AC ), M a pour coordonnées (x ; 0) ; P a pour coordonnées

‡ x

2
;

x

2

·
et Q a pour coordonnées

µ
x ¯ 1 ¡ x

2
;

1 ¡ x

2

¶
.

Comme N est le milieu de [PQ], xN ˘ xP ¯ xQ

2
˘ 2x ¯ 1

4
et yN ˘ yP ¯ yQ

2
˘ 1

4
.

Donc le point N varie sur la droite d’équation y ˘ 1

4
.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les réponses de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs éventuelles
erreurs. Vous préciserez, en particulier, les aides qui pourraient leur être apportées.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de seconde.

3 – Proposez deux exercices, un au niveau du lycée et un au niveau du collège, sur le thème problème
avec prise d’initiative, permettant notamment de développer les compétences « chercher » et
« raisonner ».
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Thème : fonctions

L’exercice

Soit fk la fonction définie sur R par fk (x) ˘ ex ¡kx où k est un réel quelconque.
Existe-t-il un réel k tel que l’axe des abscisses soit tangent à la courbe représentative de la fonction fk ?

Les réponses de deux élèves de terminale scientifique

Élève 1
J’ai utilisé un logiciel de géométrie dynamique. Pour que la courbe représentative de f (x) ˘ ex ¡kx soit
tangente à l’axe des abscisses, il faut que k ˘ 2,7.

Élève 2
On sait que la fonction fk admet une tangente à l’axe des abscisses en a.
On a donc : f 0

k (x) ˘ ex ¡k et donc f 0
k (a) ˘ 0 )̆ ea ¡k ˘ 0.

On sait que fk (a) ˘ 0 et f 0
k (a) ˘ 0 donc fk (a) ˘ f 0

k (a)
)̆ ea ¡k ˘ ea ¡ka () a ˘ 1. Maintenant il faudrait trouver k.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez le travail de ces élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs éventuelles erreurs.
Vous préciserez les aides que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème fonctions permettant notamment de développer les
compétences « modéliser » et « calculer ».
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Thème : conjecture et démonstration

L’exercice

Imaginons qu’une calculatrice comporte une nouvelle touche, nommée ‘, qui double le nombre saisi
puis retranche 1. J’entre un nombre x et j’appuie n fois sur cette touche ‘.

1. En fonction de x et n, conjecturer l’expression obtenue après avoir appuyé n fois sur la touche ‘.

2. Démontrer votre conjecture.

Les réponses de deux élèves de terminale scientifique

Élève 1

1. Je trouve 2x ¡ 1 après avoir appuyé 1 fois sur ‘, 4x ¡ 1 après avoir appuyé 2 fois sur ‘, 8x ¡ 1
après avoir appuyé 3 fois sur ‘.
Je conjecture qu’après avoir appuyé n fois sur la touche ‘ on obtient 2n x ¡ 1.

2. Pour n ˘ 1 on a 2n x ¡1 ˘ 2x ¡1, et si on part de 2n x ¡1 alors en appuyant encore une fois sur la
touche ‘ on obtient 2 £ 2n x ¡ 1 donc 2n¯1x ¡ 1. Ce qui permet d’établir la conjecture.

Élève 2

1. Je note rn le résultat obtenu après avoir appuyé n fois sur la touche ‘.
Je pars de r1 ˘ x, donc après avoir appuyé 1 fois sur ‘ j’obtiens r2 ˘ 2x ¡ 1.
Puis r3 ˘ 2r2 ¡ 1 donc r3 ˘ 22x ¡ 2 ¡ 1.
Puis r4 ˘ 2r3 ¡ 1 donc r4 ˘ 23x ¡ 22 ¡ 2 ¡ 1.
On peut conjecturer que : rn ˘ 2n¡1x ¡ 2n¡2 ¡ 2n¡3 ¡ . . . ¡ 2 ¡ 1.

2. Je vais démontrer par récurrence la conjecture ci-dessus.
Pour n ˘ 2 la formule conjecturée donne : r2 ˘ 2x ¡ 1 donc la propriété est vraie au rang 2.
Supposons la vraie pour tout entier n fixé, on a alors rn¯1 ˘ 2rn ¡ 1
donc rn¯1 ˘ 2(2n¡1x ¡ 2n¡2 ¡ 2n¡3 ¡ . . . ¡ 2 ¡ 1) ¡ 1 donc rn¯1 ˘ 2n x ¡ 2n¡1 ¡ 2n¡2 ¡ . . . ¡ 2 ¡ 1.
Donc la propriété est héréditaire.
Le principe de récurrence permet alors de dire que la propriété est vraie pour tout n de N⁄.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les productions de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles. Vous préciserez les aides que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème conjecture et démonstration (un au niveau du collège et un au
niveau du lycée) permettant notamment de développer la compétence « communiquer ».
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Thème : géométrie dans l’espace

L’exercice

A

B

C

D

I

J

ABCD est un tétraèdre.
I est le milieu du segment [AD].
J est le point de la face BCD défini par :

¡!
B J ˘ 1

2

¡!
BC ¯ 1

3

¡¡!
BD .

1. On se place dans le repère (A;
¡!
AB ,

¡!
AC ,

¡¡!
AD).

Déterminer les coordonnées du point K , intersection de la droite
(I J ) et du plan (ABC ).

2. Sans utiliser de repère, donner une construction du point K .

Les réponses de deux élèves de terminale scientifique à la question 1

Élève 1
On trace les droites (I J ) et (BC ), elles sont sécantes en K .

Les coordonnées du point I sont

µ
0;0;

1

2

¶
; celles du point J sont

µ
1

6
;

1

2
;

1

3

¶
.

On trouve une représentation paramétrique de la droite (I J ) :8>>><>>>:
x ˘ t

y ˘ 3t où t est un réel.

z ˘ 1

2
¡ t

Ensuite je ne sais pas quoi faire.

Élève 2
Avec un logiciel de géométrie dynamique, je vois que le point K est en dehors du triangle ABC.
Je construis le point L intersection de (DJ) et (BC). Le point K est aligné avec les points A et L mais je
ne sais pas déterminer les coordonnées de L et le logiciel ne fournit pas ses coordonnées dans le bon
repère.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analyser les productions de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles. Vous préciserez les conseils que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème géométrie dans l’espace, un au niveau du collège et un
au niveau du lycée, permettant notamment de développer les compétences « représenter » et
« raisonner ».
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Thème : suites

L’exercice

Pour tout entier naturel n non nul, un est le nombre dont l’écriture décimale est donnée par l’expression
suivante :

un ˘ 111 ... 11| {z }
n chiffre(s)

On définit alors la somme Sn par

Sn ˘ 1 ¯ 11 ¯ 111 ¯ ... ¯ 111 ... 11| {z }
n chiffre(s)

Par exemple : u3 ˘ 111 et S3 ˘ 123.
Quelle est l’expression de Sn en fonction de n ?

Les réponses de deux élèves de première scientifique

Élève 1

J’ai rédigé le programme suivant en langage Python.
Je l’ai testé avec différentes valeurs de n :
S1 ˘ 1, S2 ˘ 12, S3 ˘ 123, S7 ˘ 1234567.
En juxtaposant tous les entiers inférieurs à n, j’obtiens Sn .

Sn ˘ 1234. . .n

1 def masuite (n) :
2 s=0
3 for k in range (1 ,n+1) :
4 s=s +(10**k¡1) /9
5 return s

Élève 2

J’ai calculé un ˘ 10n ¡ 1

9
pour tout n 2 N⁄.

En remplaçant dans Sn , j’obtiens Sn ˘
nX

k˘1

10k ¡ 1

9
˘ 1

9

µ
1 ¡ 10n

¡9
¡ 1

9

¶
.

Donc pour tout n 2 N⁄, Sn ˘ 1

81
(10n ¡ 2).

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les démarches de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs, ainsi que l’accompagnement que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez la correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de première
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème suites permettant notamment de développer les compétences
« chercher » et « calculer ».
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Thème : probabilités

L’exercice

Soit S0 ˘ 0, on lance une pièce équilibrée, on pose

(
S1 ˘ S0 ¯ 1 si on obtient PILE,

S1 ˘ S0 ¡ 1 si on obtient FACE.

En itérant le lancer de pièces, on définit une suite (Sn)n2N telle que :

S0 ˘ 0 et pour tout entier naturel n,

(
Sn¯1 ˘ Sn ¯ 1 si on obtient PILE,

Sn¯1 ˘ Sn ¡ 1 si on obtient FACE.

Pour tout n entier naturel, on note An l’événement « obtenir Sn ˘ 0 ».
Quelle est la probabilité de l’événement An , pour un entier naturel n non nul donné ?

Les réponses de trois élèves de première scientifique

Élève 1

1 def sui tealea (n) :
2 C=0
3 for I in range (10000) :
4 S=0
5 for J in range (n) :
6 S=S+(2* randint (0 ,1 ) ¡1)
7 i f S==0:
8 C=C+1
9 P=C/10000

10 return P

Pour calculer la probabilité de An ,
j’ai rédigé un programme en langage Python.
J’ai lancé le programme pour différentes valeurs de n.

n 2 3 4 5 6 7 8
P 0.5 0 0.373 0 0.307 0 0.279

Élève 2
Pour S1 on peut trouver : -1 ; 1 .
Pour S2 on peut trouver : -2 ; 0 ; 2.
Pour S3 on peut trouver : -3 ;-1 ; 1 ; 3.
Pour S4 on peut trouver : -4 ;-2 ; 0 ; 2 ; 4.
Pour S5 on peut trouver : -5 ; -3 ; -1 ; 1 ; 3 ; 5.

Donc si n est impair alors P (An) ˘ 0 et si n est pair alors P (An) ˘ 1

n ¯ 1
.

Élève 3
J’ai construit un arbre pondéré, il me fait penser à la loi binomiale avec n et p ˘ 0.5.
Avec l’arbre, j’ai calculé P (A2) ˘ 0.5, P (A3) ˘ 0, P (A4) ˘ 0.375 et P (A5) ˘ 0.
Mais je n’ai pas trouvé le lien entre An et la loi binomiale quand n devient grand.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez la réponse des trois élèves en mettant en évidence leurs réussites ainsi que leurs erreurs.
Vous préciserez l’accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Proposez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de première
scientifique.

3 – Présentez deux exercices sur le thème probabilités, l’un au niveau collège, l’autre au niveau lycée.
L’un des exercices devra notamment permettre de travailler la compétence « chercher ».
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Thème : proportionnalité

L’exercice

En 2017, une entreprise a produit 10000 bicyclettes par mois. Suite à une panne, la production de janvier
2018 chute de 10% par rapport à la production mensuelle de 2017.

1. Quelle augmentation (en pourcentage) faudrait-il réaliser dans le courant du mois de février 2018
par rapport au mois de janvier pour rattraper la production mensuelle de 2017 ?

2. Pour des raisons techniques, il n’est pas possible de rattraper la production mensuelle de 2017.
En février 2018, l’augmentation de production est de 2% par rapport au mois précédent.
En admettant que ce taux d’augmentation demeure constant d’un mois sur l’autre, en quel mois
de l’année 2018 ce rattrapage sera-t-il effectif ?

Les réponses de deux élèves

Élève 1
Question 1 :
On a baissé de 10% il suffit de remonter de 10%.
Question 2 :
5 fois 2% égale 10% donc on rattrape les 10000 au bout de 5 mois.

Élève 2
Question 1 :
On avait 10000 en 2017.

Comme on a perdu 10%, on a fabriqué 9000 bicyclettes. Il faut produire
1

9
de plus pour retrouver la

production initiale, soit une augmentation de 11% environ.
Question 2 :
On avait 10 000 en 2017 donc 10000¡10% = 9000 et 2% de 9000 ˘ 180.
Il faut produire 1000 bicyclettes de plus.

Comme
1000

180
˘ 5,55 au bout de cinq mois on n’aura pas rattrapé mais au bout de 6 mois oui.

Six mois après février ça mène au mois d’août. Mais je ne sais pas si l’usine ferme en août . . .

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez la production de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles. Vous proposerez des aides adaptées à chacun des élèves.

2 – Présentez la correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe dont vous
préciserez le niveau.

3 – Proposez deux ou trois exercices sur le thème proportionnalité, dont un au niveau du lycée. Vous
motiverez vos choix selon les deux compétences de l’activité mathématique : « modéliser » et
« représenter ».
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Thème : Problèmes conduisant à la résolution d’équations

L’exercice

Soit k un réel avec k ¨ 0. On considère la fonction fk définie sur l’intervalle ]1;¯1[ par fk (x) ˘ x ¡k ln(x).
On note Ck sa courbe représentative dans un repère orthonormé.

Donner, selon les valeurs de k, le nombre de points d’intersection de Ck avec l’axe des abscisses.

Les réponses de deux élèves de terminale scientifique

Élève 1
En utilisant un logiciel de géométrie dynamique je trouve que :
Si 0 ˙ k ˙ 2,71 alors il n’y a pas de solution.
Si k ¨ 2,71 alors il y a deux solutions.

Élève 2

On cherche à résoudre l’équation f (x) ˘ 0 () x

ln(x)
˘ k.

Je pose g (x) ˘ x

ln(x)
et j’utilise la fonction g . Si g (x) ˘ k alors g 0(x) ˘ 0. On calcule :

g 0(x) ˘ ln(x) ¡ 1

(ln(x))2 ˘ 0

donc x ˘ e. Après je ne vois pas . . .

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les démarches de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez les conseils que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème problèmes conduisant à la résolution d’équations dont l’un au
moins permettra de modéliser une situation extérieure aux mathématiques.
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Thème : probabilités

L’exercice

On choisit au hasard un nombre entier de 0 à 999.
Quelle est la probabilité qu’au moins un de ses chiffres soit strictement supérieur à 5?

Les réponses de trois élèves de première scientifique

Élève 1

Il y a 1000 nombres entre 0 et 999. Les nombres cherchés sont constitués des chiffres 6, 7, 8 et 9, ce qui
fait quatre possibilités.
Pour un nombre à trois chiffres, il y en a donc : 4 £ 4 £ 4 ˘ 64. Autrement dit, 64 nombres parmi 1000.

La probabilité cherchée est donc
64

1000
ou

8

25
.

Élève 2

Je vais chercher à dénombrer les nombres qui n’ont pas la propriété demandée.
Parmi les 1000 nombres considérés, il s’agit des nombres dont les chiffres sont 0, 1, 2, 3, 4 ou 5.
Il y a donc 0 (ou 000) et les nombres formés d’un chiffre entre 1 et 5 suivi de un ou deux chiffres entre 0
et 5.
Il y en a donc 1 ¯ 5 £ (61 ¯ 62) ˘ 211.

La probabilité cherchée est donc 1 ¡ 211

1000
˘ 789

1000
.

Élève 3

Il y a 4 chances sur 10 que le premier chiffre soit
plus grand que 5 et 6 chances sur 10 qu’il ne le
soit pas.
J’ai construit l’arbre ci-contre.
Je trouve donc une probabilité de :

1 ¡ 6

10
£ 5

9
£ 4

8
˘ 5

6

6 5

6 5
6 54

8

¨ 5
4
85

9

¨ 5
6 55

8

¨ 5
3
8

4
96

10

¨ 5

6 5
6 55

8

¨ 5
3
86

9

¨ 5
6 56

8

¨ 5
2
8

3
9

4
10

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez la réponse des trois élèves en mettant en évidence la pertinence de leurs démarches ainsi
que leurs éventuelles erreurs. Vous préciserez l’accompagnement que vous pouvez leur proposer.

2 – Proposez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de première
scientifique.

3 – Présentez deux exercices sur le thème probabilités, l’un au niveau collège, l’autre au niveau lycée.
Au moins l’un des exercices devra permettre de travailler la compétence « chercher ».
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Thème : modélisation

L’exercice

Une balle tombe d’une hauteur de 20 mètres. Elle rebondit à chaque fois aux trois quarts de la hauteur
précédente. On considère que la balle est immobile dès que la hauteur du rebond est inférieure à 1 mm.

1. Déterminer au bout de combien de rebonds la balle est considérée comme immobile.

2. Déterminer la distance totale parcourue par la balle.

Les réponses de deux élèves de première scientifique

Élève 1
J’ai utilisé une feuille de tableur :

A B C
1 Hauteur de laquelle la balle tombe (en m) Nombre de rebonds Distance parcourue
2 20 1 20
3 15 2 35
...

...
...

...
36 0,0011 35 79,99661
37 0,0008 36 79,99746

En étirant les cellules vers le bas, je peux déterminer que :

1. La balle effectue 36 rebonds avant de s’immobiliser.

2. Elle aura parcouru une distance d’environ 79,997 mètres.

Élève 2

J’ai programmé l’algorithme suivant sur ma calculatrice :

J’obtiens ces résultats :

1. La balle effectue 35 rebonds.

2. Elle aura parcouru environ 180 mètres.

D ˆ 20 000
H ˆ 20 000
N ˆ 0
while H ¨ 1 do

D ˆ D ¯ 2 ⁄ H
H ˆ 0,75 ⁄ H
N ˆ N ¯ 1

end
return( N , D )

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les productions des deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs éventuelles
erreurs. Vous préciserez l’aide que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de première
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème modélisation à des niveaux de classes différents et dont l’un
au moins permet notamment de développer la compétence « calculer ».
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Thème : problèmes avec prise d’initiative

L’exercice
Un jardinier a découpé une parcelle carrée
pour y installer 7 massifs de fleurs différents
comme sur le schéma ci-contre.

La parcelle a été divisée en trois petits carrés de
même taille, trois carrés moyens de même taille
et un rectangle. L’aire du rectangle est égale à
378 m2.

Quelle est l’aire de la parcelle?

La réponse de deux élèves de seconde

Élève 1

J’ai trouvé que 378 ˘ 21 £ 18, le côté d’un petit carré est donc égal à
18

3
˘ 6.

De plus le côté d’un carré moyen est 6£ 3

2
˘ 9 car 2 carrés moyens c’est la même chose que 3 petits carrés.

Je vérifie qu’avec les longueurs trouvées, la parcelle est bien un carré : 3 £ 6 ¯ 9 ˘ 27 et 3 £ 9 ˘ 27.
La parcelle a donc une aire de 272 ˘ 729 m2.

Élève 2
La largeur du rectangle ne peut pas dépasser 19 m (une largeur est plus petite qu’une longueur).
J’ai créé une feuille de calcul où je teste toutes les largeurs possibles du rectangle entre 1 et 19.
Je calcule alors la longueur du rectangle correspondante et les côtés des carrés.
Dans la dernière colonne, je déduis l’aire de la parcelle en faisant la somme des aires des sept massifs
la composant. En E2 j’ai tapé la formule suivante, puis je l’ai recopiée vers le bas :

˘ A2 ⁄ B2 ¯ 3 ⁄C 2 ⁄C 2 ¯ 3 ⁄ D2 ⁄ D2

A B C D E
largeur longueur côté d’un côté d’un aire

1 rectangle rectangle petit carré carré moyen parcelle
2 1 378,0 0,33 0,5 379,083333
3 2 189,0 0,67 1 382,333333
...

...
...

...
...

...
19 18 21,0 6,00 9 729
20 19 19,9 6,33 9,5 769,083333

Je trouve les 19 solutions possibles mais ce sont des valeurs approchées.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les productions de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles. Vous préciserez l’aide que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de seconde.

3 – Proposez deux exercices, sur le thème problèmes avec prise d’initiative l’un au niveau collège et
l’autre au niveau lycée, permettant notamment de développer la compétence « raisonner ».
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Thème : conjecture et démonstration

L’exercice

Une espèce protégée d’oiseaux niche sur une île. On a constaté que sa population diminue de 10 %
chaque année. Une association tente de limiter cette diminution en introduisant sur l’île 100 oiseaux
chaque année. En 2018, on recense 1 600 oiseaux.
À ce rythme, la population passera-t-elle sous la barre des 1 100 oiseaux? Sous celle des 1 000 oiseaux?
Justifier.

Les réponses de trois élèves de terminale scientifique

Élève 1
A B C . . . S T . . . FV FW

1 Année 2018 + n 2018 2019 . . . 2035 2036 . . . 2194 2195
2 n 0 1 . . . 17 18 . . . 176 177
3 oiseaux 1600 1540 . . . 1100,06309 1090,05678 . . . 1000,00001 1000
4 oiseaux-1000 600 540 . . . 100,06309 90,05678 . . . 0,00001 0

J’ai utilisé un tableur. Je constate que la population d’oiseaux passera en-dessous de la barre des 1100
oiseaux en 2036 et qu’elle atteindra les 1000 oiseaux en 2195 et se stabilisera. Je pense donc qu’elle ne
passera pas sous la barre des 1000 oiseaux. Je peux donc retrancher 1000 dans la ligne 4 et j’obtiens une
suite géométrique de raison 0,9. Comme elle tend vers 0, cela prouve ma conjecture.

Élève 2
J’ai programmé un algorithme sur ma calculatrice.
En donnant à la variable S la valeur 1100, j’obtiens 18 ; j’en déduis que la population passera sous la
barre des 1100 oiseaux en 2036.
En donnant à la variable S la valeur 1000, j’obtiens 199 ; j’en déduis que la population passera sous la
barre des 1000 oiseaux en 2217.

Élève 3

J’ai utilisé la suite définie par un¯1 ˘ un ¡ 10

100
un ¯ 100.

Le tableau de valeurs de ma calculatrice me permet d’affirmer que la population passera sous la barre
des 1100 oiseaux, par exemple en 2037, mais ne passera pas sous la barre des 1000 oiseaux.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les productions de ces trois élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez l’aide que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez une correction de l’exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique.

3 – Proposez deux exercices sur le thème conjecture et démonstration, un au niveau du collège et un au
niveau du lycée, permettant notamment de développer la compétence « communiquer ».
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Thème : arithmétique

L’exercice
Une troupe d’hommes et de femmes a dépensé dans une auberge 1000 sous. Les hommes ont payé 19
sous chacun, les femmes 13. Combien y avait-il d’hommes et de femmes?

Extrait des Éléments d’algèbre d’Euler.

Les réponses de deux élèves de terminale scientifique spécialité mathématiques

Élève 1
Soit x le nombre d’hommes et y le nombre de femmes, on aura l’équation 19x ¯ 13y ˘ 1000.

Cela donne y ˘
1000¡ 19x

13
˘ 76¡ x ¯

12¡ 6x

13
.

Par conséquent 12¡ 6x est divisible par 13, donc 2 ¡ x l’est.
D’où x ˘ 2 car 2 ¡ x est un entier naturel donc positif et par conséquent y ˘ 74.
Il y avait donc 2 hommes et 74 femmes, j’ai vérifié, ça marche.

Élève 2
J’ai écrit l’algorithme ci-dessous et je l’ai testé :

pour x allant de 1 à 52 faire
pour y allant de 1 à 52 faire

si 19 ⁄ x ¯ 13 ⁄ y ˘ 1000alors
Afficher (x, y)

fin
fin

fin

J’obtiens comme affichage : (28,36) et (41,17).
J’ai vérifié ces résultats et c’est bon mais je ne pense pas que ce soit une démonstration.

Le travail à exposer devant le jury

1 – Analysez les productions de ces deux élèves en mettant en évidence leurs réussites et leurs
éventuelles erreurs. Vous préciserez l’aide que vous pourriez leur apporter.

2 – Présentez la correction de cet exercice telle que vous l’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique spécialité mathématiques.

3 – Proposez deux exercices sur le thème arithmétique, un au niveau du collège et un au niveau du
lycée. L’un des exercices devra permettre de développer la compétence « modéliser ».


