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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEME

On note :

N Pensemble des nombres entiers naturels et, pour p et ¢ éléments de N vérifiant p < ¢,
pal={m|meN et p<m et mgq}

On note également :
R Pensemble des nombres réels,
R[X] la R-algebre des polynomes & coefficients réels.

La lettre n désignant un nombre entier naturel, on note :

R,,[X] le R-espace vectoriel des polyndmes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal & n.

Quel que soit le polyndme P appartenant ¢ R[X] que on considére, on identifie dans tout le probléme

le polynome P et la fonction x v P(2) de R vers R qui lui est naturellement associée.

La lettre k désignant un entier naturel et la lettre / un intervalle de R d’intérieur non vide, on note :

C*¥(I) la R-algébre des applications f de I vers R k fois dérivables sur I et de dérivée k€ continue.
En particulier, C°(I) est la R-algébre des applications f de I vers R continues sur 1.

Si [ est une application d'un ensemble J contenant I vers R et que la restriction de f & I appartient

a C*(I), on peut considérer que f appartient & C*(I).

Soit I un intervalle fermé, borné et non vide de R, appelé segment.

Si f est un élément quelconque de C°(I), on appelle norme infinie de f le réel
Ifll.o = Sup[/(?)]
tel

On rappelle que Papplication f w— ||f[l, de C°(I) vers R est une norme (appelée norme infinie ou

norme de la convergence uniforme) et que, muni de cette norme, C°(I) est une algéhre de Banach.

On admet le théoréeme de Weierstrass-Stone :

Liintervalle I de R étant fermé, borné et non vide, pour toute fonction f appartenant &
C?(I), pour tout réel strictement positif e, il existe un polynéme P appartenant A R[X]
tel que ||f — PJ|, <e.

Enfin, si (E,]| [[) est un R-espace vectoriel normé et si u est un endomorphisme continu de E, on note

3

lle]]] 1a norme “subordonnée” de u. soit

Nulll = Sup fJu(a)]] = Sup [Call
zeld zell ||7“||
=)<t e#Ug

Le principal objectil de ce probléme est d’exposer le principe de certaines méthodes d’intégration

approchée généralement dénomimées “quadratures de Gauss”.
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Partie I
ETUDE D’UNE SUITE DE POLYNGMES ORTHOGONAUX : LES POLYNGMES DE LEGENDRE

L1. Quel que soit P’entier naturel 7, on définit la fonction de R vers R

(177/
din

En particulier, Ly est application de R vers R constante de valeur 1.

1y

L, t—s

Ll.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, Ly est un polynéme de degré n et préciser son
coefficient dominant.

.1.b. cpliciter Ly, Lo et Lg.
I Expliciter Ly, Ly e 3.
Il.c. Préciser, pour tout entier naturel n, la parité de Ln./

L1.d. Soit n un entier naturel. Montrer que L,(I) = 27 n! et calculer Lp(-1).
On pourra utiliser la formule de Leibniz.

L2. Le couple (f,g) d’éléments de C°([~1,1]) étant quelconque, on pose

(fr0) = / S®ad et il = VT 7)

I.2.a. Montrer que la fonction (f,g) — (f,g) de CO([-1, 1]) x co([-1, 1]) vers R est un produit
scalaire sur C°([—1,1]).

Notons qu’il s’ensuit que Uapplication f — If]l, est la norme euclidienne associée & ce produit scalaire
et que Uespace C°([-1, 1]) muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien (séparé).

Sauf mention contraire, on considére dans la suite de la partie I que l'espace CO([—I, 1]) est muni de ce
produtt scalaire.

I.2.b. L’entier naturel n étant non nul, on considére la fonction impaire f, de [—1,1] vers R
vérifiant, pour tout réel ¢t appartenant & [0,1]

Falt) = {nt s'i t<1/n,
1  sinon.

I.2.b.1. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n, fn appartient & CO([—I, l])

L2.b.2. Montrer que, pour tout couple (m,n) d’entiers naturels vérifiant 1 <ngm,

2
”fm - fn”z < 3—?1
I.2.b.3. Sion suppose que la suite (f)nen* converge dans Iespace C° ([~1,1]) muni de
la norme || ||, vers une limite f, montrer que cette limite est impaire et que sa restriction a ]0, 1] est
constante de valeur 1.
L’espace C°([~1,1]) muni de la norme I l|5 est-il un espace de Hilbert ?

I.3. Montrer que, pour tous entiers naturels n et m,

dm-}-n

1
(Ln, L) = (=1)" /~1(t“ -n" <_—dt”‘+” (t~ — 1)'”) dt
En déduire que la snite (L,,),cx est orthogonale daus Pespace C%([—1,1]) pour le produit scalaire , ).
€ 8
L4. L’entier naturel n étant quelconque, on pose

K, =

et I'on note F, le sous-espace vectoriel de CO([—I, 1]) constitué des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal & n ; ce sous-espace étant de dimension finie, on note =, le projecteur orthogonal de

C°([-1,1]) sur F,.
Tournez la page S.V.P.
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I.4.a. A l'aide du théoréme de Welerstrass-Stone, montrer que, quelle que soit la fonction f
appartenant & C°([-1,1]), la suite (wn(f))neN converge vers f au sens de la norme || ||,.

I.4.b. Montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (K;)ogjgn est une base de F,.

L.4.c. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout élément f de cP ([——1, 1]) ,

n n

() = 3 ALENE; et lm(DIl = Y (LK)

j=0 j=0

I.4.d. Montrer que, quelle que soit la fonction f appartenant a CO([—l, 1]), la série de terme
général (f, K,)? converge et que l'on a:

400

SR KR = IFl

n=0

1
Quelle est la limite, quand n tend vers +oco, de / FEYK, () dt?
-1

Partie 1I
UNE CLASSE DE SUITES ORTHOGONALES DE POLYNGMES
Soient a un réel ou —oo, b un réel ou +oo, vérifiant @ < b dans le cas ot @ et b sont réels.

On dit dans ce probléme qu'une fonction continue f de lintervalle ouvert ]a,b{ vers R est intégrable
sur Ja, b (respectivement absolument intégrable sur Ja, b[) si

3
lim / (1) dt respectivement Iim / )| dt
(o) (@) 1) (resp iy J, TO)

(«,B)€]a b (@,8)€]a,b[?

existe dans R. Dans ce cas, on note

b b
/f(t)dt (respectivement / [f()]dt)

la valeur de cette limite et on 'appelle intégrale de f (respectivement de |f|) sur Ja, b[.

Attention ! la notion d’intégrabilité ainsi définie est purement réservée ¢ ce probléme et ne recouvre pas
du tout les notions usuelles d’intégrabilité, en particulier la notion d’intégrabilité au sens de Lebesgue.

On admet que si la fonction f appartenant a C° (]a, b[) est absolument intégrable sur Ja,b{, alors elle

est intégrable sur Ja, b[ et
b
/ F()dt / | f(t)]dt

Soit w une fonction continue de I'intervalle ouvert a, b[ vers R, strictement positive.
On note E l'ensemble des fonctions continues f de ]a,b[ vers R telles que f2w est intégrable sur Ja,b[.

I1.1.

IL.1.a. Montrer que, pour tout élément (f, ) de E?,lafonction fgw est intégrable sur Ja,bl.

Le couple (f,g) étant élément de E?, on note

b
(190 = [ 1090wt dt
a
On admet que E est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles et que application (f,g) — (f,g). de
E? vers R est un produit scalaire sur E, dont on note f — ||f||, la norme éuclidienne associée.
Dans la suite de la partie II, Uespace F est muni de ce produit scalaire.

On note F le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de Ja,b[ vers R, que 'on identifie aux
polynémes appartenant a R[X] qui leur sont naturellement associés.
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L’entier naturel n étant quelconque, on note (comme dans la partie I) F, le sous-espace vectoriel de F
constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

IL.1.b. Dans le cas ol a et b sont tous deux réels, montrer que F est inclus dans £ si et
seulement si la fonction w est intégrable sur Ja, b[.
Dans le cas contraire, montrer que F' est inclus dans E si et seulement si, pour tout entier naturel n,
la fonction t+— t"w(t) est intégrable sur ]a,b[.

On suppose dans la suite de la partie IT que F est inclus dans E.

IL1.c. Montrer qu’il existe dans E' une suite orthogonale (P,)nexy d’éléments de F telle que,
pour tout entier naturel n, deg P, = n.

I1.2.  Soit (Pp)nexn une suite orthogonale d’éléments de F tel que, pour tout n, deg P, = n.
L’entier naturel n étant non nul, on note, s’il en existe, 7y, rq, ... | rp les racines (distinctes) de P, qui
sont d’ordre de multiplicité impair et appartiennent & Ja, [, et on note Z, leur ensemble (éventuellement
vide). On considére le polynéme

Q _{Po si Z,=0,
PTLX — ) (X =) (X — rp) sl Z, £ 0.
Soit n un entier naturel non nul.
II.2.a. Montrer que (P,, Q). # 0.
II.2.b. Montrer que, si deg @, < n, alors (P,,Qn)y =0

IT.2.c. En déduire que les n racines complexes de P, sont simples et appartiennent & la, B[

II.3.  Un nouvel exemple : les polynémes de Laguerre.
On considere dans cette question le cas particulier ot a = 0, b = 400 et w: ¢ — et

II.3.a. Montrer que F' est inclus dans E et que, pour tout entier naturel n,
00
/ t"e tdt = n!
0

On note (Gp)nen 'unique suite orthonormale d’éléments de F que l'on obtient & partir de la suite
(:1: b x")neN d’éléments de F' en appliquant le théoréme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.
Les polynémes G, portent le nom de polyndmes de Laguerre.

IL.3.b. Calculer Gy, Gy et G3. Quels sont les zéros de G ?

Partie III
INTERPOLATION POLYNOMIALE

Soient I un intervalle de R, ¢ un entier naturel supérieur ou égal a 2, (2;)1¢ig, une famille d’éléments
deux a deux distincts de T.

ITL.1. Interpolation de Lagrange.
L’entier j appartenant a [[1, 4], on définit la fonction polynomiale & coefficients réels

II1.1.a. Montrer que I'application

(Pr, Pa) — > Py(x) Pa(z:)

i=1

est un produit scalaire sur R,_;1[X] et que, pour ce produit scalaire, la famille (£i)1gjgq €st une base
orthonormale de Ry_[X]. ’

Tournez la page S.V.P.
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IIL1.b.  Quelles sont les coordonnées dans la base (£;)1¢jgq d’un polynéme P de R, 1[X]7

IIL.1.c. Soit (yi)igigq une famille de réels.
Montrer qu’il existe un polynéme P appartenant &4 R,_;[X] et un seul tel que, pour tout entier ¢
appartenant & [1,q], P(z;) = ;.
Quels sont les polynémes @ appartenant & R[X] tels que, pour tout ¢ appartenant & [[1,¢], Q(2;) = % 7

Si f est une fonction continue de I vers R, lunique polynime P appartenant @ Ry_1[X] tel que, pour
tout entier ¢ appartenant @ [1,q], P(2;) = f(x;), est appelé le polynéme interpolateur de Lagrange de
foauz points 1, xa, ..., 24.

IIT.1.d. On suppose dans cette question que I est un segment.

Montrer que l'application A de C° (I) vers R,_1[X], qui associe & f son polynome interpolateur de
Lagrange aux points z1, z2, ... , &,, est linéaire et surjective.

Montrer que, pour toute application f appartenant & C°(I) et tout réel ¢ appartenant a I,

MA@ (Max 1f)l) 20160

ji=1

On définit Papplication x de I vers R par la relation
g
X(1) = 16 (1)]
j=1

On munit les espaces C°(I) et R,_1[X] (identifié & un sous-espace de C°(I)) de la norme infinie.
Montrer que l'application linéaire A est continue et que

1Al =

X

[en]

I11.2. Interpolation de Hermite.
Dans la suite de la partie III, on considére g entiers naturels «;, as, ... , oy et I'on pose

m=q+4+o+ar+ - +aq
On considére une fonction f de I vers R admettant, pour tout ¢ appartenant a [1,q], une dérivée
d’ordre «; au point z;.
Montrer qu’il existe un polynéme P appartenant & R,,_1[X] et un seul tel que, pour tout 7 appartenant
a [1,4] et pour tout k appartenant a [0,a;], PX¥)(2;) = fOF)(ay).

Ce polyndme est appelé le polynome interpolateur de Hermite de f aur points xi, za, ... , 2
relativement aux entiers oy, az, ..., 4.

On pourra commencer par établir Pinjectivité de Papplication de R,,_1[X] vers R™ définie par

Pr—s (P(21), P'(21),..., P (z1), P(zs), P'(2s),..., P (3), ..., Plxy), P'(zg),..., Ple(x,))

I11.3. AMajoration de 'erreur dans Pinterpolation de Hermite.
On considére une fonction f de classe C™ de I vers R.

Le réel @ appartenant a I, on note J; le plus petit intervalle fermé contenant x;, @2, ... , 2, et .
On fixe un réel # appartenant & I. On suppose dans (I11.3.a,b,c) que z est distinct de =1, 24, ... , z,.
On note H le polynome interpolateur de Hermite de f aux points xy, &, ... , &, relativement aux
entlers a1, ag, ... , oy, et Hy le polynéme interpolateur de Hermite de f aux points @y, z2, ... , @,
z relativement aux entiers oy, oa, ... | oy, 0.

On note p la fonction polynomiale de I vers R

q
! s H(t _ l,z_)oz,‘-‘rl

i=1
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II1.3.a. Montrer qu’il existe un réel p (dépendant de ) tel que H, = H + up.
Expliciter g en fonction de f(z), H(x) et p(x).

IT1.3.b. On considére la fonction & = f — H, de I vers R, de classe C™ sur I.
Montrer, en procédant par récurrence, qu’il existe un réel & appartenant a J, tel que @(m)(f) =0.

J11.3.c. En déduire qu’il existe un réel € appartenant a J,. tel que

f(@)~ By = 22 jomge)

IIT.3.d. Montrer que cette conclusion demeure meme si & est I'un des réels z;, 22, ... , z,.

Partie IV
QUADRATURES DE GAUSS

On considére I'espace préhilbertien séparé (E,(-,-),) défini dans la partie I (dont on reprend les
notations, ainsi que 'hypothése que F est inclus dans F).
On considére une suite orthogonale (P,)new de polyndmes telle que, pour tout entier naturel n,

deg P,=n

On fixe un entier naturel n supérieur ou égal & 2.
Soient 71, r2, ... , 7, les racines de P, (cf. I11.2) et soit a, le coefficient dominant de P, .

L’entier j étant compris entre 1 et n, on définit le polynéme a coefficients réels

X —
b = : L1
J H — (cf. )
lgzgn
i#]
b
Dans cette partie, on cherche a approcher, pour f appartenant a F, I'intégrale fHw(t)dt.

a

On met en évidence en (IV.1) des réels A1, Az, ..., A, tels que, pour tout polynome @ de Ra,_1[X] :

b n
/ Q)wt)dt =" X Q(ry)
a le

et en (IV.2), si f est de classe C?" sur ]a,b[, on donne une expression du reste obtenu en remplagant

/ fHw(t)dl par Z A; f(r;). On établit en (IV.3), dans un cas particulier, la convergence de la

méthode ainsi dcﬁnle, puis on termine en (IV.4) par un exemple.

IV.1. Un théoreme de Gauss.
IV.1.a. Soit ¢ un polynéme appartenant a Ro,_1[X].
Montrer qu’il existe un polynéme R appartenant a R,_;[X] tel que, pour tout ¢ appartenant & Ja,b[,

Q) = R Put) + Y Qr) (1)

j=1
IV.1.b. Montrer qu’il existe un n-uplet (A1, Az, ..., A,) de réels tel que, pour tout polynéme
Q appartenant a Ry, _1[X],
b
/ He(t)di = Z X Q@) (1)
a ;
IV.1l.c. Montrer qu'un tel n-uplet (A, A2, ..., A,) est unique et que A;, Xa, ... , X, sont

tous strictement positifs.

IV.1.d. La relation (1) est-elle également vraie pour tout polynéme appartenant a Ro,[X] ?

Tournez la page S.V.P.



IV.2. Un théoréme de Markov.

On considére une fonction f appartenant & E et de classe C?" sur Ja, b[.

On note H le polyndme de R,,_;[X] interpolant f au sens de Hermite aux points ry, ra, ...
relativement aux entiers 1, 1, ... , 1.

Les réels Ay, Xy, ... , A, sont ceux qui ont été définis en (IV.1.c).

IV.2.a. Montrer que, pour tout réel = appartenant & ]a,d[, il existe un réel £ appartenant a
la, b] tel que

FemE) o

f(z) = H(z) + @) al n ()

IV.2.b. Montrer que la fonction

est prolongeable par continuité sur ]a,d[. C’est ce prolongement que U'on note k dans la suite.
IV.2.c. Montrer que la fonction # s k(t) P,(¢)%w(t) est intégrable sur Ja, b].
IV.2.d. On pose

/ — /L(t)P w(t) dt

“P I / Po(t)?w(t)dt

Montrer que, si la fonction k£ n’est pas constante, alors I{lf [L(a:) < B < Sup k(z).
TEja rela,bf

IV.2.e. En déduire qu’il existe un réel ¢ appartenant a ]a,b] tel que 8 = k(().

IV.2.f. FEtablir qu’il existe un réel ¢ appartenant & ja,b[ tel que

b
JRCEG dt—ZAkfrm{ )(Q 1212

IV.3. Convergence de la méthode dans le cas particulier d’un segment.
Dans cette question, l'entier n supérieur ou égal d 2 n’est plus fizé et, afin de supprimer toute ambiguité,

.
. .. _ X - n,i
on note rn 1, n2, ..., 'nn les racines de P, ainsi que £, ; = _—_
o
1§_i<_n n.J n.t
i#]
Puis on note Ap 1, An2, ..., An,n les réels définis en (IV.1.bc).

On suppose que a et b sont des réels et on note I le segment [a, b].
On considére une fonction continue f de I vers R.
On désire montrer que, dans ces conditions, le reste

‘/f t)dt—ZA“f(m

tend vers 0 quand n tend vers +oo.
IV.3.a. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,

n 7 b
D R S ALl
k=1 k=1

a

IV.3.b. Soit £ un réel strictement positif. On sait, d’apres le théoreme de Weierstrass-Stone,
qu’il existe un polynome p appartenant & R{X] tel que ||f —pl|, <€
On note v la partie entiére du nombre (degp)/2.
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Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2,

Ea(f—p) < 2e/bw(t> dt

En déduire que, pour tout entier n strictement supérieur & Max(1, v),

b
En(f)<25/ w(t) dt
IV.3.c. Conclure.

IV.4, Un exemple ot I'on suppose que la méthode converge.
On se place dans le cas particulier de la question (I1.3) dont on reprend les notations.
On note 1 l'application de ]0,4+oc[ dans R définie par la relation

py =2

IV.4.a. Montrer que, pour tout entier naturel m et tout réel strictement positif z, la fonction
t— ™ (t) e est intégrable sur ]0,+oof.
Le réel 2 étant strictement positif, on note

+ o0
U(r) = P(t)e " dt
0

IV.4.b. Dérivabilité et dérivée de ¥ sur )0, +o0[.
Soit = un réel strictement positif fixé.
Justifier, pour tout réel h vérifiant 0 < || < /2 et tout réel positif ¢, I'inégalité

—(z+h)t —xt —t h*¢? —zt)2
‘ e —e "'+ hte | < 5 e

En déduire que, pour tout réel h vérifiant 0 < |h| < z/2 et tout réel strictement positif X |

X —(z+h)t _ —=
/ (-e——+—;—e—-t—¢(t)+te_”1/;(t)) dt
0

I_iﬂ oo 2 —xt/2
< 7 lp(t)| e 7 di
2 Jo

+ 00
En déduire que ¥ est dérivable au point ¢ et que ¥'(z) = —/ t(t)e "t dt.
0

IV.4.c. Montrer que, pour tout réel strictement positif «,

IV.4.d. Montrer que, quand z tend vers +oo, ¥(x) tend vers 0.

IV.4.e. Déduire des résultats précédents la valeur de l'intégrale

+0oo
[ wweta (2)

IV.4f. Dans le cas n = 2, calculer des valeurs approchées a la précision permise par votre
calculatrice de Ay, Ao, ¥(r1) et ¥(ry).
En déduire une valeur approchée de I'intégrale (2).
A quelle précision approche-t-on ainsi la valeur de 7/4 donnée par votre calculatrice ?



